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Resumen
Se presenta un método alternativo para resolver el problema de Dirichlet para la ecuacién de
Laplace en dominios compuestos aplicando el método de Schwartz. Primeramente, se da a conocer
un caso particular que sirve para llevar a cabo la demostraciéon de existencia de la solucién del
problema propuesto; posteriormente, se expresan las condiciones suficientes para extender el
criterio a otro tipo de dominios. Por dltimo, se describe una condicién geométrica, util y de facil
comprobacién, de la cual se sigue el principio de Schwartz.

Abstract
An alternative methodforthe resolution of the Dirichletproblem for the Laplace equation in com-
pound domains applying the Schwartz method is shown. First, aparticular case ofstudy demous-
trates the existence of the proposed problem solution; then, enough conditions for extending the
criteria to another type of domains are expressed. Finally, a useful geometric condition o feasy

verification is described, which the Schwartz principie isfollowed.

Existencia de la solucion

Sea un cierto dominio G, mismo que se descompone en tres
subdominios G\, G2 yG3, tal y como se muestra en la figura 1.

Figura 1. La particion del dominio G

Sea, ademéds, Gj 2 la unién de los dominios Gj, G2 y su
frontera comun P, es decir:

Gl2=G uGup (n

Analogamente:

G23=G2 " G3u Y )

Se observa que la frontera de laregién Gj 2 estd compuesta
por los arcos a, y y a, mientras que la frontera de la regiéon
G2j3 la constituyen los arcos p,5y a

Criterio de Schwartz 1. Se dice que el sistema de domi-
nios Gj, G2 y G3 delimitados por los arcos 4, p,y,5 vy u
satisface el criterio de Schwartz, si se verifican las condi-
ciones siguientes:

1. Cualquier funcién armoénica en Gj 2 y continua en
Gi 2>igual a 0 sobre a u a y cuyo médulo no sea
mayor que 1 sobre y, tiene un valor absoluto y no
supera algin 0 (0< l)sobre todo el arco p.

2. Cualquier funcién armoénica en G23 y continua en
G23, que se anule sobre 5 u a y cuyo médulo no
supere a 1 sobre p, tiene un médulo no mayor que 0<
1 sobre el arco y.

Nota: En este criterio se supone que la constante 0 puede
ser escogida para el sistema dado de dominios Gj, G2 y G3,
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una vez y para siempre; en consecuencia, no depende de la
funciéon armonica considerada.

Definicion 1. Existencia de la solucion

1. Se dice que el dominio G\ 2 satisface la condicién

de existencia de solucién, si para cualquier
funcién de frontera, continua sobre cuy ua ,
existe una solucién continua en Gj 2 del problema
de Dirichlet que le corresponde.

2. Se dice que el dominio G2>3 satisface la condicién
de existencia de solucién, si para cualquier
funciénde frontera, continua sobre 8 u P UCT,
existe una solucién continua en G23 del
problema de Dirichlet que le corresponde.

3. Andlogamente, se dice que el dominio G =
G2 uG 23 satisface la condicién de existencia de
solucién, si para cualquier funcién de frontera,

continua sobre 2y ua , existe una solucién

Definicion 2

Solucién del problema de Dirichlet mediante el método de Schwartz

continua en G del de Dirichlet

correspondiente.

problema

Teorema de Schwartz \. Si el sistema de dominios G;j,
G2 y G3 satisface el criterio de Schwartz y si para los
dominios G\ 2y G2 3 se verifica la condicién de exis-
tencia de solucién, entonces esta misma condicidon se
cumplird también para el dominio compuesto G =

G2 U G2j3.

Demostracion. Supdéngase que sobre a u 8u ¢ se ha
/(s). Sea
g(x,y)alguna funcién continua en G e igual af(s) sobre
la frontera a u 8 u a. Se afirma que existe un proceso

fijado una funcién continua de frontera

iterativo que, partiendo de la aproximacién inicial
g(x,y), conduce ala solucién del problema de Dirichlet.

En efecto, sea po (x>) = 8 (*>y) <se procede ahora a
establecer las siguientes definiciones:

po(*y)enGi uau 8

Seauo(*, y) = 1A la solucién de Dirichlet en G2,3 con las condiciones de frontera
12

[«ote ¥1 |5C8= fts) A iDi y uo(*>wy1 =

Las aproximaciones sucesivas pn {x, y) y un(x, y) se definen de la siguiente manera:

Definicién 3

un_i(jt, yyenG3 u a u a
Mn(x"y) ~ j A la solucién de Dirichlet en G; 2 con las condiciones de frontera
[M*>;v) | ;GE=/(s)=u,_i(x,y) dUa ¥ Pnfo ¥yl |y=o,_i(x, >)|T

Definicion 4

Pn(*<y)en G\ uouy

on(x, y) = TA la solucién de Dirichlet en G2J con las condiciones de frontera

[Un(*>>;) | i35= /(s) =fr (K,y] UE ¥ unixy] p= v-n(x.y) p.
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Es evidente que cada funcién pn(x, y) y on(x, y)es continua en
G, por su propia definicién, y toma sobre la frontera los
valoresf{s). Se demostrara que la sucesion

M (feyl uo<Ay) Mi(x,y), u,(x y), p2(X Y),-..
uki(*.yl MKA y), vAx.yl MFHI(*. yl-

converge uniformemente. De aqui se seguird a que su limite
es una funcién continua que toma sobre la frontera
a u 5 u alos valores dados de f(s).
Se afirma que la funcién limite es una funcién arménica en G.
En efecto, considérese algin punto (XQ,yo) e inf (G).
Dicho punto sera interior al menos para alguno de los
dominios G 2 0 G23.
Sin pérdida de generalidad, supéngase que (xQ, yQ) e G[2m
La sucesion

y)/_-_/ Mn(x/y)/"'

de funciones arménicas en Gj 2 también converge unifor-
memente. En virtud del teorema de Harnak *, su limite sera
una funcién armoénica en Gj 2 ®
Si (XQ,y$) estuviese en el interior de G2 3, razonando
analogamente, habria que considerar la subsucesién
uo(x, y), iqfx, y), U2(x, y),... y establecer su limite armoénico.
Luego, para concluir la verificacién de la condicién de
existencia de la solucién del problema de Dirichlet en G,
es suficiente establecer la convergencia de la sucesion

Mo(>yl~o (>y 1 M(x, jO.u, (X, y), p2(x, y),-
A tal propésito se observa que paran = 2,3,4,...

lu,_j-u,_2enG3u Tu a

1 | A una funcién arménica en G12 igual a
[Oena u ay au,.! -u,, 2 eny

Andlogamente, para n= 1, 2, 3,... se tiene

-

IM« - Mni enG! uau 8

* A una funcién arménica en G2j3 igual a

OenSuo yaM, - Mn-i en P
Sean ahora:

(x/ y) - \IHA(X, y) \/

max_ |

(xy)ep

a!l =

bn = max_ |u, (x, ¥)- u,] Xy \

(xy)ey
Y dado que se satisface el criterio de Schwartz, se tiene que
an <Qbn_1; bn <8an.
De aqui se sigue que
an <Q2an_1 <82{n~2)a2,

bn <82n~3a2(n > 2).

Por otra parte, el principio del maximo para la solu-
ci6én del problema de Dirichlet implica las desigualdades

IMn(x>y)- V-n-\(x,y)\ <bn_x < const x 02",

];m(x>y)~ un-1(x, y) |a an < constx 02",
para (xy) e Gyn =2 3,.
La convergencia uniforme de las sucesiones
Mo> M »M2 - s <
uo,ut,u2,...,

se vuelve asi evidente. Se observa que a partir de n = 1,
las funciones un - pn seran armoénicas y continuas en
cada uno de los recintos Gj, G2 y G3 y se anularadn en la
frontera exteriora u 8 u a. A partir de la definicién es
inmediato que también

u, - u,_i =0enGi ysobre P.

Sobre el arcoy la funcién (in, por construccién, coincide
conun_j. Por esto, un - pn es igual aun -un_j sobrey. En
virtud del principio del méximo

I «y- wiey\<maxr o, - p, |-

mex™ |un - u,_j |= bn x const x 02n.

" En el apéndice se enuncia el teorema de Harnak.
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De aqui ya queda claro que la sucesién compuesta

o y)uoley) pLix (o) p2xj),u2(cy)

también convergera uniformemente.

Generalizacion del método de Schwartz

El método de Schwartz permite generalizar a dominios
compuestos no solamente la existencia de la solucién del
problema de Dirichlet con valores de frontera continuos,
sino también la validez del principio de Dirichlet2. Para
tal fin se daré la siguiente definicién:

Definicion 5. La integral de Dirichlet en el dominio G se
especifica como:

DG V-] =\ 1G fP* + Py)dxdy,

Donde p (x, y) es una funcién arbitraria y suficientemente lisa.

Se observa que la funcién p (x, y) que figura en la defi-
nicién 5 no necesariamente tiene que ser armonica.

Por otra parte, supongamos que la funcién g (x,y) es
continua y lisa a trozos, con integral de Dirichlet finita
DQ (g9 = DGx(g) + DGI (3) + DGi (g). Supodngase,
asimismo, que el principio de Dirichlet se verifica para
cada dominio Gx2, G2 3. Esto significa que para cualquier
funcién u(x, y), lisa a trozos en Gj 2, y para una funcién
p (X, >0que sea armonica en dicho dominio y que coincida
se verifica la

con v sobre la frontera Pu au b5,

desigualdad

DG 2 (P) - "G;2(u)-

En particular, para la sucesién de funciones pn,un
utilizada en la demostracién del teorema precedente, para
n=1,2,3,... se tiene

DG\; (Pn) - DG,2 (un)e
Se observa, ademas que p, =un_ienG 3; por lo tanto
DG (PH) - DG (Uuw1 )e
Uniendo las dos desigualdades anteriores se obtiene:

DG (Pn) A DG (Pn-\ )o » = 12'3--

Solucion delproblema de Ditichlet mediante el método de Schwartz

Anélogamente, asumiendo que se cumple el principio de
Dirichlet para G2 3, no es dificil establecer la igualdad

DG@pn)<D G{p,), n= 01.2,..

Como Po(x, y) =G se comprueba que la integral de
Dirichlet de cualquiera de las funciones

Po,Uo,Pi,ul;p2,u2,..

no supera a DG(g)Y se sabe que esta sucesién converge
uniformemente a una funcién p (x, y) armoénica en G
que coincide con g (x,y)
dominio.

sobre la frontera de dicho

Se afirma que
DG (Pd - DG (g) .

En efecto, basta establecer la siguiente desigualdad:
DH\v H2yyH3 (P) = DHj + DH2 + DH3 - DG(g)
para subdominios cualesquiera H ; de las regiones

Gi(Hl ¢ GxXH2 ¢ G2,H3 Cc G3)
y luego, recurrir a la igualdad
“G(P) = SPAH}YH2) H3 (P)-
Dentro de cada subdominio Hj, la sucesion
Po,u0)Pi,ul,p2,u2,...
estara formada por funciones armonicas y conver-

gera
primeras. De aqui que

uniformemente junto con sus derivadas

°//lu//2ul[3(P) = ]f" £HgjH2uM3 (Pn)e
Por otra parte, como
DH\VH24H3 (pn) 4 DG(pn) - DG(&)-
se concluye la demostracion de la desigualdad

£5G(P) - DG(g)-

2 Enel apéndice se enuncia el principio variacional de Dirichlet.
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Asi pues, en virtud de la unicidad de la solucién del
problema de Dirichlet, la funcién p(x,y) se determina
de valores de frontera

univocamente a partir

g (v, y) hugutl *Su existencia se sigue de la existencia de la

solucién del problema de Dirichlet, como ya se demostro,
en el dominio G = G; u G2 u G3. La funcién que coin-
cide con g(x,y) sobre la fronteraa u 8 u a yque tiene inte-
gral de Dirichlet igual a Dc (p)es tnica segun el péarrafo

precedente.

Discusién

Se ha demostrado que del criterio de Schwartz para
Gj, G2, G3 y de la validez del principio de Dichlet para
Gl2 y G23>se sigue tanto la existencia de la soluciéon del
problema de Dirichlet, como la validez del principio de
Dirichlet para la regiéon G = Gj2 u G23.

Por otra parte, se observa que en las demostraciones
anteriores no era en absoluto relevante que los subdo-
minios fuesen simplemente conexos, ni tampoco que
cada arco de la frontera a, P,yy5 fuese conexo. Luego
cada uno de ellos puede estar formado por varios arcos
diferentes, como por ejemplo, la grafica que se muestra
en la figura 2.

En esta figura el poligono
G u G2 u Gj fue cortado, por medio de dos rectas para-

doblemente conexo

lelas P(x = 0) yy (x = 2), en varias partes. Los trozos Gj y
Gp son los componentes del dominio Gj. Los trozos
Gj, G2 y G2 conforman al dominio G2. Las fronteras a y 5
estdn formadas, cada una, por tres poligonales ctj, a 2, 63
y 51,52,53 respectivamente. La frontera < se divide en
seis componentes distintos sobre cada una de las fron-
teras rectilineas P, y; deben considerarse tres segmentos;

en la figura 3 se representan los dominios Gj, G2, G3
situados de manera que arco a no figura en absoluto.

Figura 2. Subdominios no conexos

Se afirma que los dominios representados en la figura 2
satisfacen el criterio de Schwartz.

2
En efecto, sea la funcién armoénica” (x + 2), no negativa en

G u G2 eigual a 1sobrey (x = . De su no negatividad,

toda la figura se encuentra en la franja -2 <x <2, tal y como
puede apreciarse en la figura.

Es evidente que para cualquier funcién armonica
continua que no supere a uno sobre y, y se anule sobre a u
a, el pricipio el maximo implicard la desigualdad

EQAy) ™y (F+2)

Si se sabe que p (X, ¥) no es menor que -1 sobre y y se
anula enauo, andlogamente se puede escribir que

(x+2).

Figura 3. El dominio de lafigura no contiene el arco a

Esclaroquesi [p(xy) \<lenyy p=0sobrea u o,
entonces para x = 0, es decir, sobre P, tendra lugar la desigualdad

bapnl: 3xen=2

De manera andloga, s6lo que recurriendo a la funcién armé-
nica 1-7, positivaenGj u G2 eigual a uno sobre p (x = 0), se
ir
muestra que cualquier funcién arménica que no supere a uno en
valor absoluto sobre P y se anule en 5 u 4, satisface sobrey (x =

1) la desigualdad ]|p1 |§ j. Como se constata, en el caso conside-

rado se verifica el criterio de Schwartz, si se escoge como 0:

Si se hubiese fundamentado la existencia de solu-
ciéon del problema de Dirichlet y el principio de Diri-
chlet para los dominios simplemente conexos G| U G \

UG2uPiUp3G[uG2uP2yGJuGluGJuGhru

y1U y2 Uy3, entonces serd valido generalizar estas propo-
cisiones al dominio simplemente conexo Gj u G2 u G3.
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Obviamente, el razonamiento expuesto reviste caracter general.

Algunos recursos geométricos

Enseguida se procede a describir y fundamentar una condi-

cién geométrica muy sencilla y cémoda de verificar de la

cual se seguird la validez del principio de Schwartz.
Supoéngase que dentro del dominio G2 se puede escoger

un subdominio G2 delimitado por dos arcos de circunferen-

cia que se intersequen en los puntos Ay B ubicados en la
frontera de G2, de modo tal que los arcos Pyy queden en
lados opuestos con respecto a la linula AB.

En la figura 4 se presentan algunas variantes admisibles

de ubicacion de la lanula G2 dentro del recinto G2.

A

Figura 4. Algunas variantes admisibles de insercion
de la linula
En cambio, en la figura 5 se representa un recinto
dentro del cual resulta imposible ubicar una linula tal
como se ha descrito, pues los arcos con Pyy son tangentes
de los punto P y Q.

Se afirma que si en G2 se puede insertar una linula de la
manera indicada, el criterio de Schwartz se verifica.

En efecto, supdngase que se conoce que alguna funcién
armonica continua p (x, y) es igual a cero sobre auoyno
supera a uno en valor absoluto sobre y. Entonces del prin-
cipio del méximo se sigue que esta funcién no supera a uno
en valor absoluto sobre el arco de circunferencia que deli-
mita la ltanula por la derecha (Fig. 4).

Si se logra demostrar que el valor absoluto de la funcién
en cuestién no es mayor que algin 9(0<1) sobre el arco
izquierdo que delimita la ltanula, del principio del maximo
se puede concluir sin dificultad que también sobre P tendra
lugar la misma desigualdad. Es suficiente encontrar una
funcién arménica © (x, y) que sea igual a uno sobre el arco
derecho, yno negativa en la parte restante de la frontera de
laregion G| u GJ UGJ , para deducir, partiendo del prin-

cipio del maximo, la desigualdad

Ip (o Y\<(@> (v y), (y)eG,.

Si ademas se tiene sobre el arco izquierdo de la Itinula ©(x, )
< 0, entonces se habra demostrado la proposicioén en cuestién.

A continuacién se procede a construir una funcién
armoénica, mayorante de @ (x, y), uniforme en el plano con
un corte a lo largo del arco derecho de la linula, que sea
igual a uno sobre este arco ala izquierda del corte e igual a
cero a su derecha. Se escribird esta funcién de modo que
sea constante sobre cada uno de los arcos de las circunfe-
rencias que pasen por los puntos A, B.

Con este fin, basta observar que la funcién

’
= y-ya y-ys
o y)=a VArctg ox A Arctg - 1B +b

es armonica, y escoger las constantes a y b, asi como las
determinaciones del arco tangente, las cuales deben satis-
facer las condiciones impuestas. Sobre la frontera izquierda
de la ltnula, la funcién o tomara algin valor 9, evidente-
mente positivo y menor que uno.

Ahora bien, no es posible utilizar la funcién © (x, y) como
mayorante con base en el principio del maximo (en su
variante simple), pues ésta es discontinua en los puntos A, B
de la frontera de G . Sin embargo, esta funcién estd acotada,
lo cual permite aplicar el lema sobre la mayorante
discontinua”.

De aqui, que de la igualdad p(x, y) =0 sobreauoyla
desigualdad p(x,j)< 1 sobrey se sigue la desigualdad |p |
< 0 . La verificacién de la primera mitad del criterio de
Schwartz queda asi concluida; la segunda mitad se verifica
en forma totalmente analoga.


http://dx.doi.org/10.22201/fi.25940732e.1998.01.002

DO http://dx.doi.org/10.22201/£i.25940732€.1998.01.002

A. Camacho Galvin 15

Ahora se procede a mostrar cémo la aplicacion del
criterio de la linula permite comprobar facilmente la
existencia de la soluciéon del problema de Dirichlet y la
validez del principio de Dirichlet para culaquier poli-
gono. Como se ha indicado anteriormente, el criterio en
cuestiéon se limita a considerar tnicamente poligonos
simplemente conexos.

Supéngase que algtn poligono puede ser cortado por
medio de un segmento de recta AB, que se encuentra ente-
ramente dentro de éste, en dos partes, APB y BOQA (figura
6), para cada una de las cuales ya fue establecida la validez
de lo que queremos probar.

Figura 6.
Por otra parte, se procede a cubrir el segmento AB por
medio de alguna linula que se encuentre enteramente
dentro del poligono. Como ya se ha demostrado en parrafo
precedente, para la linula ArBs se satisfacen tanto el
principio de la existencia de la solucién del problema de
Dirichlet como del principio de Dirichlet. Asi pues, recu-
rriendo al criterio geométrico es fécil verificar también la
existencia de solucién y el principio de Dirichlet para la
region APBsA formada por el poligono APB, més la parte
rayada de la lanula.

Ahora bien, de la existencia de la solucién del
problema de Dirichlet y la satisfaccién del principio de
Dirichlet para APBsA y para BQA ya no es dificil concluir
la validez de la existencia de la solucién y del principio de
dirichlet para APBQA.

Todo poligono simplemente conexo puede ser cortado
por medio de segmentos de recta en triangulos de modo que
cada corte aumente el niimero de dominios separados. Por
esto bastard comprobar la existencia de la solucion del
problema de Dirichlet y la satisfacciéon del principio de
Dirichlet para tridngulos, inclusive para triangulos rectan-
gulos (pues cualquier tridngulo puede ser subdividido en
dos tridngulos rectdngulos, por medio de alguna de sus
alturas).

En la figura 7 se presenta la subdivisién del trian-
G 3 por
medio de los arcos AE, AF de circunferencia que pasan

gulo rectdngulo ABC en tres recintos Gj, Gi,

por el punto A.
Es evidente que aqui también se verifica la condi-
cién de la linula y por ello resulta suficiente verificar

la existencia de la solucién del problema y del
principio de Dirichlet tinicamente para los sectores
circulares CAE, BAF.

Pero al final de péarrafo precedente ya fue probada la exis-
tencia de la solucién del problema de Dichlet yla validez del
principio de Dirchlet para sectores cualesquiera.

Asi pues, a partir de cualquier funcién continua dada
en la frontera de un poligono arbitrario con un ntimero
finito de lados, se asegura que dentro de éste existe una
funcién armoénica continua inclusive hasta la frontera y
que coincide en la frontera con la funcién prefijada.

B

Figura 7. Subdivision de un tridngulo rectingulo
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Apéndice

Teorema de Harnak 1. Sea Gg el conjunto de puntos del
dominio G que se hallan a una distancia mayor que 8> 0 de
su frontera, luego una sucesion de funciones armoénicas
continuas en un dominio G que converja uniformemente
en la frontera T del dominio G, serd uniformemente
convergente también dentro G; y su limite serd una funcion
armoénica. Ademads, para cada subdominio Gg interior, la

" En el apéndice se presenta el tema sobre la mayorante discontinua .
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convergencia serd uniforme no solo para las propias funciones,
sino también para las derivadas de cualquier orden.

Principio variacional de Dirichlet 1. Sea g (p, 9) alguna
funcién continua y lisa a trozos en el circulo 0 < p <R, con
alguna integral de Dirichlet finita

D« f £'(i2+;71P )P >®-

Sobre la frontera del circulo g(p, 9) toma los valores de
frontera

ffr)=g(R.Z).

Considérese ahora la funcién armoénica p (p, 9), que
toma los mismos valores de frontera p(R,9) = / (9).
Luego la integral de Dirichlet DR ( p ) es finita y no
supera a DR (g):
DR (\{)<D R (9.

Teorema de la mayorante discontinua 1. Sea G un
dominio acotado, con frontera T; se elige enG= G u i
un ndmero finito de puntos (xp yt), (x y2) = (* /Jy,
y N). Algunos de ellos pueden estar dentro de G, otros
sobre la frontera T. Sean p(x, y), u (x, y) dos funciones
continuas en G u T y armonicas en G con la posible
excepcion de los puntos (x j,y ;). En estos puntos, p(x, y),
u (x, y) pueden tener discontinuidades o no estar definidas

siquiera. Supoéngase, sin embargo, que estan acotadas:

ITp (x, y) | <M,

Hoip)| <M.

enG u i ( aexcepcién de los puntos (xi, v j) ).

Sipxy) |r<v(xy) \r entodoslos puntos de la fron-
tera, con la posible excepcién de los puntos (xy,"”, en-
tonces sera p(x, y)< v(x, y)en todo G u T ( nuevamente,

con la posible excepcién de los puntos (xy,”;) ).
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