Ingenieria Investigacion y Tecnologia, ISSN 25940732, 1.5, 215-223, 2000
(articulo arbitrado)
DOI: http://dx.doi.org/10.22201/f1.25940732¢.2000.01n5.023

La aplicacién de los numeros complejos en la
enseflanza de la geometria plana

M.A. Murray-Lasso
Unidad de Ensefianza Auxiliada por Computadora
Departamento de Ingenieria de Sistemas, Division de Estudios de Posgrado
Facultad de Ingenieria, UNAM

(recibido: enero de 1999; aceptado: agosto de 2000)

Resumen

Los numeros complejos aplican las mismas leyes aritméticas que los nimeros reales, por lo que son
casi tan faciles de manipular como éstos. Su interpretacion geométrica en un plano, como
segmentos de recta dirigidos, los hace una herramienta ideal para estudiar geometria plana. Debido
a que estan definidas, la multiplicacidon y division de nimeros complejos, ademas de tener interpre-
taciones geométricas utiles, el autor considera que son mas versatiles que los vectores bidimensio-
nales para los cuales solamente esta definida la multiplicaciéon por un escalar y el producto punto,
por lo que no hay division.

En este articulo, se tratan brevemente las cuatro operaciones fundamentales de la aritmética de
los numeros complejos y sus interpretaciones geométricas. Con este minimo herramental se procede a
exhibir la solucion de varios problemas y la demostracion de un par de teoremas que serian dificiles de
resolver por medio de técnicas convencionales de la geometria (es decir, deteccion de angulos iguales,
de figuras semejantes, la aplicacion del teorema de Pitagoras, etc.) Una ventaja adicional del uso de
numeros complejos para el estudio de la geometria, es la generalidad de los resultados obtenidos,
generalidad que para lograrla con métodos geométricos convencionales requiere el tratamiento de
multiples casos especiales. Lo anterior se ilustra ampliamente en este trabajo.

Descriptores: complejos, geometria, ensefianza, desargues, Von Aulen

Abstract

The same arithmetic rules are applicable to both complex and real numbers; the former can be
therefore as easily manipulated as the latter. Their geometric interpretation in a plafie, as oriented
segments ofa straight line, make them an ideal toolfor the study ofplaiie geometry. Because the
multiplication and the division of complex numbers are defined, in addition to having available
useful geometric interpretations, the author considers these numbers to be more versatile than
two-dimensional vectorsfor which only the multiplication by a real number and thepointproduct are
defined and therefore no division is available. This paper summarizes the four fundamental
operations ofthe arithmetic ofcomplex numbers and their geometric interpretations. With these
minimal tools the solution to various problems is presented as well as the demonstration ofa couple
oftheorems thatwould be otherwise difficultto solve by means o fconventionalgeometric techniques
(i.e., detection ofequal angles, and ofsimilarfigures, the application ofPythagoras 'theorem, etc.).
An additional advantage derivedfrom the use ofcomplex numbers for the study ofgeometry is the
general nature o fthe results thus obtained because to achieve them through conventional geometric
methods it is necessary to deal with miiltiple special cases. These operations are discussed in detail
in the paper.

Keywords: complex numbers, geometry, learningprocesses, desargues, Von Aulen.
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Introduccién

La ensefianza de un tema se enriquece cuando se sefialan
sus conexiones con otros temas. Uno de los grandes descu-
brimientos de las matematicas lo realizé Descartes, cuando
sefiald que la geometria se puede relacionar intimamente
con el algebra. Este gran descubrimiento origind la geome-
tria analitica, la cual tuvo una gran influencia en esta-
blecer la intima conexidon que tiene la fisica con las
matematicas, permitiendo entre otras cosas, el estudio
analitico del movimiento por medio del calculo diferencial
e integral.

Un tema que el autor considera no esta suficientemente
enfatizado en la ensefianza de las matematicas, es la rela-
cion existente entre los nimeros complejos y la geometria
plana. El nimero complejo es una posible alternativa a los
vectores bidimensionales debido a su interpretacion en el
plano de Argand. La ley de la suma de los numeros
complejos, en la cual se suman separadamente las partes
reales y las partes imaginarias para obtener la parte real e
imaginaria de la suma, respectivamente, coincide total-
mente con la ley de la suma para vectores bidimensionales,
en la cual se suman separadamente los componentes sobre
los ejes x e y para obtener los componentes sobre dichos
ejes de la suma de dos vectores. Asimismo, tiene una inter-
pretacion muy util en el producto de dos numeros
complejos.

Al igual que la ortogonalidad entre vectores de cual-
quier numero de dimensiones, se detecta por medio del
producto punto, producto escalar o producto interno
entre vectores, por ello es facil detectar cuando se usan
nimeros complejos. Estas ventajas hacen que muchas
demostraciones de geometria plana se logren con méas faci-
lidad y generalidad cuando se utilizan los numeros
complejos que con los métodos convencionales de la
geometria.

El resto de este articulo se orientard a mostrar algunas
ilustraciones de las posibilidades del uso de los numeros
complejos en el estudio de la geometria plana.

En algunas demostraciones posteriores habra necesidad
de representar un segmento de recta. Los nimeros
complejos se prestan para hacer dicha representacion de
una manera muy simple. Sea P un punto del plano complejo
por el que pasa una recta y sea Z un numero complejo repre-
sentado por una flecha cuya direccidn es la de la recta en
cuestion. Entonces una ecuacion paramétrica de la recta
con la direccidon de Zy que pasa por el punto P es

W =P+ tZ

donde t es un parametro que puede tomar cualquier valor
real. Una posible interpretacidén de la ecuacidn es que, es el
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lugar geométrico de un punto que parte del punto Py se
desplaza con una rapidez en m/s igual ala magnitud en
metros del nimero complejo Z sobre la recta que pasa por P
y tiene la direccidn y sentido del nimero complejo Z para t
> 0. Siel nimero tes negativo, el desplazamiento es en
sentido contrario (Figura 1).

gje delos inmaginarios

En ocasiones, es necesario encontrar el punto en el que se
cruzan dos rectas representadas por una ecuacidon en
numeros complejos. Ahora se anota un ejemplo especifico
para ilustrar. Sean las ecuaciones W; =i+ ¢ (1-9) y W2
= 2+ 1t2(l +i). Sedeseaencontrar el punto de cruce de las
dos rectas. El punto de cruce sera el lugar donde W; = W2
Esto nos lleva ala ecuacion i + ¢ (1 -1 = 2 +t2(1 +1i)
que equivale a las siguientes dos ecuaciones (separando las
partes reales e imaginarias) ¢; - I2= 2, t; + t2= 1. Esto da
como solucidn t, = 3/2, t2= -1/2. Por lo tanto, el punto de
crucees W; = W2=1i+ (3/2) (1 -1i) = 3/2 - i/2. Geométri-
camente la primera ecuacidén pasa por el punto 0 + iy tiene
una pendiente de 45 grados abajo de la horizontal. La
segunda recta pasa por el punto 2 + Oi y tiene una
pendiente de 45 grados arriba de la horizontal. El punto de
cruce se muestra en la figura 2 y es 3/2 - i/2.

Para representar una circunferencia centrada en el
origen del plano complejo que encierra un circulo con
radio |R];
paramétrica

se puede utilizar la siguiente ecuacidn

W= |R|le -2, 0<t<2n
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Figura 2

La interpretacién de la ecuacidén paramétrica de la circun-
ferencia es que, es el lugar geométrico de un punto con
movimiento circular uniforme a una velocidad angular de
un radian/s sobre una circunferencia con centro en el
origen del plano complejo yradio |R|. Enelinstante t = 0,
el punto estd en el extremo de un radio que forma un
angulo 9 con el eje de los reales. Si se desea que el centro
del circulo sea el punto P del plano complejo, entonces la
ecuacion se convierte en

W=P+ Rlele>,0Ui2n

IR| eiW ,0iti2n

Figura 3

No se pretende, con lo anterior, convertir este articulo en
un tutorial de numeros complejos; por esta razon, el resto
de este trabajo se dedica a exhibir algunos ejemplos de posi-
bilidades de aplicacion de los numeros complejos al estudio
de la geometria plana.

Solucién de un problema geométrico

El siguiente problema se tomo de un libro de acertijos mate-
maticos (Gardner, 1981).
cuadrados adyacentes y tres lineas que con la horizontal

En la figura 4a se muestran tres

forman angulos a, P,y. El problema es que con los datos de
la Fig. 4a hay que demostrar que a= P +y . La demostra-
cién que da como respuesta el autor Gardner, utiliza la Fig.
4b argumentando:
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Figura 4a

Construya el rectangulo inclinado como se muestra en la
Fig. 4b. El triangulo ABC es semejante al triangulo EDC y
los angulos 5 y P se corresponden, por lo que son iguales.
El angulo a es igual a y + 5, por correspondientes, ya que
las lineas BA y FC son paralelas.

Se tiene entonces a = y + P que es lo que se queria
demostrar.

Utilizando numeros complejos, la demostracidon se basa
en que el producto de dos numeros complejos tiene un
angulo igual a la suma de los angulos de cada uno de los
factores. Los nimeros complejos que representan a los
segmentos GC, DC y BC, son respectivamente

[+ 240y 3+

(hemos supuesto que los cuadrados pequeifios tienen lado
de longitud unitaria. Multiplicando los dos ultimos se
tiene 2 + i) (3 +i) =5+5i=25( + i Como seve el
resultado, tiene un angulo de 45 grados y por lo tanto tiene
la misma pendiente que el segmento de recta GC de la Fig.
4b. La demostracion por medio de nimeros complejos
tiene la ventaja de que no es necesario que al estudiante se
le ocurra construir el rectangulo auxiliar de la Fig. 4b. Otro
método de solucidn seria utilizar féormulas trigonométricas
capaces de verificar que arctan 1/3 + ardan 1/2 = ardan 1
Esto tiene la desventaja de que hay que conocer dichas
féormulas, que en general, no es parte del herramental
normal que utilizan los no especialistas.
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Demostracion del teorema de Von Aubel

El autor Gardner (1981) hace referencia a un teorema de
Von Aubel, en el cual, sise dibuja un cuadrilatero convexo
-una figura es convexa si, dados dos puntos cualesquiera
que estan dentro de la figura, todos los puntos, en el
segmento de recta que une a los puntos también estan
dentro de la ella- y se construyen cuadrados hacia afuera
de la figura apoyados sobre los lados del cuadrilatero, como
se muestra en la Fig. 5, las lineas que unen a los centros de
cuadrados de lados opuestos son perpendiculares y tienen
la misma longitud.

Aunque Gardner no da una demostracion del teorema
de Von Aubel, hace referencia a una demostracion vecto-
rial dada por Kelly P. (1966). Aqui se hara una demostra-
cion utilizando los nimeros complejos para que el lector
aprecie la facilidad con la que se maneja esta herramienta y
la generalidad de los resultados que se obtienen. Yaglom
(1962) ofrece una demostracion utilizando operaciones de
rotacion y siguiendo la teoria de operaciones invariantes
introducida por Klein (1939).

En la Fig. 6 se muestra una construccion equivalente a
construir cuadrados sobre los lados del cuadrilatero y
encontrar sus centros. Arbitrariamente ponemos el origen
del plano complejo coincidiendo con una de las esquinas
del cuadrilatero. (Punto O de la Fig. 6)
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-iv4

Figura 6

Partiendo del origen, se representan por medio de los
numeros complejos 2V,, 2V2, 2V3, 2V4, los segmentos de
recta orientados con las mismas direcciones y las orienta-
ciones que se muestran en la Fig. 6 de los cuatro lados del
cuadrilatero. Al recorrer el cuadrilatero en sentido antiho-
rario se tiene

2V, + 2V2+ 2V3 + 2V4 = 0,
o lo que es lo mismo V4= —V, - V2 —V3,
debido a que el cuadrilatero termina en el origen. Para
llegar a los centros de los cuadrados construidos en cada
lado del cuadrilatero, a medio lado de cada uno de los lados
del cuadrilatero sumamos el numero complejo - Vi para i
= 1,2, 3, 4 como se muestra en la Fig. 6. -Recordar que -i
como factor, rota a una flecha ala que multiplica 90 grados
en sentido de las manecillas del reloj-. El nimero complejo
C, - C3 representa a la flecha que va del centro del
cuadrado sobre el tercer lado al centro del cuadrado sobre
el primer lado. Se puede calcular directamente sobre la
grafica viendo qué flechas hay que recorrer y en qué
sentidos para pasar de la cola de C, - C3 a su punta.
Por lo tanto, podemos escribir por inspeccion (viajando
por la parte derecha de la Fig. 6)

C,- C3=/V3-V3-202-V,-,V,=
(-V, -2V2-V3-i (V,- V3

Placiendo lo mismo para el otro par de centros de
cuadrados adyacentes a los otros dos lados opuestos
tenemos -viajando por la parte inferior de la figura 6-.
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C2—C4—(V4+ V4 + 2V, + V2—V2

Sustituyendo en la ultima ecuacién el valor de V4

previamente obtenido y juntando términos, se tiene
C2-C4=V,- V3+i(-V,-2V2- V)

Dividiendo esta ultima expresién entre lo obtenido
previamente para C, - C3, se tiene finalmente

(C2- C9/(C,-C3 =i

lo cual demuestra que los segmentos dirigidos entre los
centros de los cuadrados de los lados opuestos son perpen-
diculares y de igual longitud. Una consecuencia de la
demostracion aritmética es que las longitudes iguales y la
perpendicularidad no dependen de los valores especificos
de las Vs, por lo que el teorema demostrado tiene gran
generalidad. El cuadrilatero no necesita ser convexo.
Algunos lados pueden tener longitud cero (pues en
ningin momento hemos dividido entre ninguno de ellos)
ycomo se vera mas adelante, los cuadrados podrian estar
hacia afuera o hacia adentro de la figura. Estas situaciones
quedan ilustradas en las figuras 7 a 12, en las cuales los
lados del cuadrilatero son AB, BC, CD, DA y los centros
de los cuadrados apoyados sobre ellos son respectiva-
mente ab, be, cd y da.

Figura 7. Los cuatro lados sobre una recta

be

Figura 9.Los lados BCy DA tienen longitud 0

Figura 10. Cuadrilatero con drea 0,
lados, no todos en una linea
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Figura 11. Cuadrilatero con drea Q
todos los vértices en una linea con
un lado de longitud O

Figura 12. Cuadrilatero con area Q
vértices no todos en una linea

Demostracién con ntimeros complejos del
teorema de Desargues

El teorema de Desargues es uno de los teoremas fundamen-
tales de la geometria proyectiva (Courant y Robbins, 1969;
Santal,1966 y Colerus, 1948) que tiene su contraparte en
la geometria euclidea. Aquise tratard como un teorema de
la geometria euclidea plana y su demostracion se hara
usando nimeros complejos. El teorema dice: si en un
plano, dos triangulos ABC y A’B’C’ estan situados de tal
manera que las lineas que unen los vértices correspon-
dientes se encuentran en un punto O, entonces los lados
correspondientes, si se prolongan, se cruzaran en tres
puntos colineales (Figura 13).

Para proceder ala demostracion, escogeremos el origen del
plano complejo en el punto O de la Fig. 13. Llamaremos A,
B, C, A’, B’, C'alos nimeros complejos cuyas representa-
ciones en el plano complejo son los segmentos de recta
orientados que van del punto O alos puntos con los mismos
nombres (A, B, ..., C".) de la Fig. 13. Por estar los puntos
AyA’,ByB’y CyC’ enrayos que parten del origen se
puede escribir

A’=aA, B’=bB, C' = cC

donde a, b, ¢ son numeros reales. SillamamosconP, Q, R a
los numeros complejos cuya representacidon en el plano
complejo son los segmentos de recta orientados que van del
punto O alos puntos P, Q, R de la Fig. 13, entonces debido
a que dichos puntos estan en el cruce de las prolongaciones
de los lados BCyBC 7AC yA'C’;y AB y A’B’respectiva-
mente, podremos escribir

P=B+k(C-B) =B’ +kj (C'- Bj =
bB + k., (cC - bB)
O =C+k2(C-A) =C’+ k2(C’- A) =
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cC + k2 (cC - ad)
R=A4+1I8A-B)=A"+k3(4’- B) =
ad + k3’ (aA - bB)

donde kh k2 k3, kj° k2 k;‘son nimeros reales. Para que
estos numeros sean independientes del conjunto a = {
A, B,C, A’,B’, C’}, se igualan los coeficientes de los
numeros complejos del conjunto a, lo cual da 6 ecua-
ciones con las 6 incognitas k;, k2 k3 k; k2% k3° Dichas
ecuaciones estan altamente desacopladas, por lo cual
son faciles de resolver. Por ejemplo, de la ultima ecua-
cion igualando los coeficientes de A y C se obtienen las
dos ecuaciones

1+ k3=a(l + k3), k3= k3°b
de donde se obtiene
k3= (1 -a)/ (a-b)
En forma similar se obtienen
k,'=1A-b/(-b), k2= (1-¢)/ (c- a)

Utilizando estos valores podremos escribir después de
colectar términos

P= Cc(l -b) /(c-b)+ Bb(c- 1)/ (c-b)
O =Cc(l -al(c-a)+ Aa(c- 1)/ (c- a)
R =Aa(l -b) /(a-b) + Bb(a- 1)/ (a- b

Los puntos P, Q, Rseran colineales si el cociente (R -
P)/ (R- Q) esun numero real. Esto debe suceder indepen-
dientemente de los valores de los elementos del conjunto
a, exclusivamente bajo la suposicién de que las tres lineas
AA’, BB’y CC’se encuentran en el mismo punto O. Lo
anterior se cumple silas razones entre los coeficientes de A,
ByCde (R- P)y (R- Q) son iguales. Dicha igualdad se
puede verificar haciendo las operaciones algebraicas
correspondientes.

El coeficiente de A en la expresion de
R-P es:a(l -b) 1 (a-b)
El coeficiente de A en la expresion de

R-Q es:af(l -b) / (a-b) + (I -c) / (c- a)]

Larazon del primero al segundo es, tras un poco de algebra:

I(1 -b)(c-a)] I'[(I-a)(c-b)]
El coeficiente de B en la expresion de
R-Pes:bf(a- 1)/ (a-b) + (1-¢)/ (c- D]
El coeficiente de B en la expresion de
R-Qes:bla- 1)/ (a- b
Larazon del primero al segundo es, tras un poco de algebra:
[(1-b)(c-a)]l H(l-a) (c-b)]
El coeficiente de C en la expresidon de
R-Pes:cb- 1/ (c-b)
El coeficiente de C en la expresion de
R-Qes:c(l -a/(a- ¢
La razon del primero al segundo es:
[A-b)c-al/[(0-a(-b]

Como la razdn es igual para los tres coeficientes y es
independiente de A, B o C, hemos demostrado el teoremay
este es valido con gran generalidad. Por ejemplo, no es
necesario que los puntos A, B, C o los puntos A’,B’C’estén
del mismo lado del punto O, basta que se sitien en las

mismas rectas y que éstas pasen por O. En la figura 14 se
muestra un ejemplo.
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En la Fig. 14, dos de los puntos del primer tridngulo ABC
estan a la izquierda del punto O y el tercer punto (C) esta
del otro lado. También, el triangulo A’B’C’ tiene dos de sus
vértices (A’C’) de un lado del punto O y el otro vértice (B
en el otro lado. El teorema se cumple de todos modos y los
puntos P, Q, R son colineales.

Conclusiones

Debido a la posibilidad de representar un numero
complejo con un segmento de recta dirigido en el plano de
Argand, los nuimeros complejos al igual que los vectores
bidimensionales tienen la posibilidad de ser una herra-
mienta muy util en el estudio de la geometria plana.
Ambos obedecen la ley de paralelogramo o ley del trian-
gulo en la operacion de sumar dos elementos, o la ley del
poligono al sumar varios de ellos. Para los nimeros
complejos también se definen las operaciones de multipli-
cacion y division. -Para los vectores bidimensionales esta
definido un producto especial llamado producto punto,
producto escalar o producto interno. La divisién no esta
definida para vectores bidimensionales-

En este articulo se exhibieron varios casos de
problemas y demostraciones de teoremas con el propd-
sito de ilustrar las posibilidades del uso de numeros
complejos en la ensefianza de la geometria plana. Una de
las ventajas del uso de los numeros complejos es que las
demostraciones tienen gran generalidad, la cual da el
algebra, que sin saber de antemano el signo, se presta
para tomar el valor que convenga a una situacidén especi-
fica. Cuando las demostraciones de este tipo se hacen
utilizando técnicas geométricas convencionales, es
necesario tomar diversos casos particulares en conside-
raciéon. Lo anterior se exhibid en este trabajo con el
teorema de Von Aubel.

Dada la posible utilidad de los nimeros complejos para
la ensefianza de la geometria plana, el autor recomienda la
elaboracion de mas material educativo sobre este tema.
Ante todo, daria la oportunidad de introducir los nimeros
complejos mas temprano en el curriculum, dandoles una
aplicacion muy tangible que restaria la mistificacién que
se les ha otorgado tradicionalmente a los numeros
complejos. Los numeros complejos tienen importantes
aplicaciones en la ciencia y la tecnologia. Son muy utiles
en el estudio de la relatividad y la mecanica cuantica, asi
como en el estudio de la corriente alterna en electricidad
y en el estudio de vibraciones mecanicas, pues con ellos,
se pueden combinar senoides con diferentes fases de una
manera muy simple. Son también introductorios de la
teoria de funciones de variable compleja, la cual tiene
gran importancia tanto matematica como fisica en el
estudio de campos eléctricos, magnéticos y de otros tipos,
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mecanica de fluidos, mecanica de suelos, de sdlidos, y
muchas otras disciplinas, por lo que merecen una mayor
presencia en los planes de estudio de la secundaria y prepa-
ratoria.

En el tipo de aplicaciones que se dieron en este arti-
culo, los nimeros complejos como las matrices y los
vectores, permiten una gran economia de pensamiento.
Asi cualquier poligono cerrado, da pie a una ecuacién
entre numeros complejos que representan a los lados
cuya suma (como nimero complejo) es cero. Es conve-
niente aclarar que todo lo que se mostro en este articulo,
se puede realizar utilizando vectores bidimensionales, no
obstante, el autor considera que puede ser conveniente
tener mas de un punto de vista en cualquier situacidn.
Asi por ejemplo, para sumar senoides de igual
frecuencia, los ingenieros eléctricos prefieren repre-
sentar cada senoide por medio de un nimero complejo
que recibe el nombre de fasor y utilizar la aritmética de
los numeros complejos para encontrar la suma de
senoides. Hay personas que prefieren utilizar formulas
trigonom étricas para el mismo propdsito. Sobre la misma
linea, los ingenieros eléctricos utilizan funciones de
variable compleja para manejar sistemas dinamicos inva-
riantes en el tiempo. Otras personas prefieren utilizar las
ecuaciones diferenciales directamente. Fueron los inge-
nieros eléctricos (el ingeniero Oliver Heaviside) los que
introdujeron los métodos operacionales en la solucidon de
ecuaciones diferenciales ordinarias y diferenciales
parciales, las cuales se han justificado posteriormente de
diversas maneras, una de ellas por medio de variable
compleja y las transformadas de Laplace y de Fourier. La
moraleja que quisiera dejar el autor es: “vale la pena
explorar mas de un punto de vista en la visualizacion y

soluciéon de problemas matematicos.”
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