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Resumen

En este articulo se demuestra que dada una matriz rectangular A de orden mxn conm>n,
y el conjunto {<>, ¥} formado por los vectores columna (covariantes) I, de A
linealmente independientes, pero no necesariamente ortogonales, existe entonces una
inversa tinica A 1formada por la transpuesta de la matriz B = {J> 4>} de vectores
base columna (contravariantes) de célculo tensorial. El caso de m — n para matrices
cuadradas es un caso particular. De esta forma, el problema cldsico Ax = b cuando A es
rectangular, sélo se puede resolver en forma aproximada. En una etapa subsiguiente y
haciendo cambios minimos en los elementos de las columnas de la matriz A es posible
obtener una solucién 6ptima, con error cero, mediante la proyeccién adecuada de los
vectores columna de la matriz A sobre un plano de solucién 6ptima, como se muestra mas
adelante con detalle.

Descriptores:Descriptores: espacio covariante -vs- matriz rectangular, espacio
contravariante -vs- inversa de una matriz rectangular, coordenadas oblicuas, producto
escalar, determinante del tensor métrico, solucién exacta, proyeccién de coordenadas.

Abstract
The objective of thispaper is to show that given a rectangular mxn A matrix with m>n, and the set (<>,
/., &) formed by the (covariant) column vectors §, ofA, linearly independent but not necessarily

orthogonal, there isa unique inverse A 1formed by the transpose ofthematrixB ={<>b #2..., ty'jofbase
contravariant columns from tensor calculus. The case when m -n for square matrices is only a particular
one. In this way, the classical problem Ax = b when A is rectangular can only be solved in an approxi-
mate way. In a subsequent stage and making small changes in the entries of the columns ofmatrix A it
will be seen that it ispossible to obtain an optimal solution, with no error, by an adequate projection ofthe
column vectors o fmatrix A on an optimum plafie ofsolution as it will be discussed in due time.

Keywords: Keywords: covariant space -vs- rectangular matrix, contravariant space -vs- inverse of
a rectangular matrix, scalar product, skew coordinates, determinant of the metric tensor, exact
solution, coordinate projection.
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Introduccidén

En la teoria actual de inversas generalizadas, una
matriz A de orden m x n real (rectangular) con m>n
tiene una pseudoinversa tnica A Tsi, y sélo si las
siguientes ecuaciones de Penrose son satisfechas
segun Hall (1981), Gili et al. (1991), Strang (1980),
Ben y Greville (1974).

AATA=A
Ab4AT=AT

(AATT=AAT 1)
(Ah4)T=ATA

Las aplicaciones de pseudoinversas Af han sido
ilustradas por Forsythe et al. (1977) y Fraleigh y
Beauregard (1989), pero probablemente la mejor
exposiciéon de ideas y aplicaciones es la de Tucker
(1988), en la que abiertamente trata de “aterrizar”
el Algebra Lineal abstracta, con el objeto de
demostrar que “Las aplicaciones del Algebra Lineal
son poderosas, faciles de entender y muy
diversas”. Dentro de este contexto, Tucker hace
una presentacién sistemdtica del Algebra Lineal
mediante su aplicacién a programacién lineal,
programacién entera, teoria de graficas, circuitos
eléctricos, balance de ecuaciones quimicas y en
ajuste de datos por el método de minimos
cuadrados. Dada una matrizA de orden m x n su

pseudoinversa A1l se define como sigue
At= (ArA)-1Ar (2)

Desde el punto de vista geométrico, Tucker

también presenta una interpretacion
geométrica de la solucién de un sistema de
ecuaciones; asimismo, en el curso de su libro
demuestra que dada una matriz rectangular A de
m x n con m > n, la soluciéon del sistema de
ecuacionesAx = b ,con x y b siendovectores
es so6lo una

aproximacién p =AAt b. La solucién p>es la

columna de n x 1 elementos,

solucion con error minimo y es la proyecciéon
perpendicular de b en el espacio lineal generado
por el conjunto de vectores columna de la matriz
rectangular A de m x n con m > n.

El desarrollo de la pseudoinversa Ar es el resultado
de un manejo algebraico de la matrizA, como se

demuestra en la ecuacién (2). Con el calculo
tensorial, se puede arrojar mucha luz sobre el tema
general de las inversas generalizadas. Por ejemplo,
la aproximacién p es reconocida inmediatamente
como la solucién covariante del problema Ax = b.

Una segunda soluciéon p> =A TAT b, llamada
solucién contravariante, puede encontrarse
facilmente, de tal forma que la norma de la
proyeccién de b sobre el espacio generado por las
columnas de A se obtiene al efectuar el producto
escalar de p y p>' i.e. el producto escalar de las
soluciones covariante y contravariante.

Los nuevos resultados de coordenadas oblicuas
(1991-1992)

dindmica (cuando ellos se aplican a inversas

de Urrutia en el contexto de
generalizadas), nos permiten reconocer a las
columnas de la matriz A como un espacio
covariante, y a la pseudoinversa ATcomo el
correspondiente espacio contravariante. De
acuerdo con Urrutia (1992), cuando estos dos
espacios son conocidos, y utilizando el Analisis
de Fourier Generalizado (Urrutia 1991 y 1992) en
coordenadas oblicuas, nos conducird a dos
soluciones p>y p>' que son las mejores soluciones
posibles (con error minimo) que se pueden
generar con las columnas de la matrizA y con los
renglones At, una matriz de n x m elementos.
Suponemos que los vectores columna de A son
linealmente independientes. Con respecto a esto,
se mostrard una condicién que asegurara la
existencia de la pseudoinversa AT. La concepcién
geométrica de este problema, presentada ya en
otros trabajos por Urrutia (1991-2001) y en
problemas de dindmica estructural, permite
encontrar una solucién en tal forma que el
problema Ax = b para una matriz rectangular A
de orden m x n con m > n puede ser resuelto en
forma cerrada, con error cero.

Preliminares

Una discusién a fondo sobre la existencia de
coordenadas covariantes y contravariantes, se
encuentra en Urrutia (1991-1992). No obstante,
se presenta un breve resumen de la teoria princi-
pal; v los aspectos fisicos y mateméaticos de las
aproximaciones ja se ilustran con ejemplos.
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Antes de introducirnos en la presentaciéon de

inversas generalizadas, se definirdn varias

operaciones como corresponde a los casos de
sistemas discretos, vectores y matrices, sistemas
continuos, funciones y operadores lineales, con el
objeto de cubrir ambos temas en una presentacion.
dos funciones

El producto interno de

coordenadas discretas 4x y <$x Y la norma
energética definida por Urrutia (1998) de las
mismas funciones coordenadas con respecto al
operador Km, estdn definidas por las siguientes
ecuaciones, respectivamente

>=0»

<<j>,,Af, >=£<)>X mp

Donde ¥mdenota vectores columna, r es el

vector transpuesto de 9, y Kmn es una
transformacion que representa algin problema en
particular.

El producto interno entre dos funciones y la
norma energética definida por Mikhlin (1964) de
las mismas funciones ¢, en un dominio Q con
respecto al operador K m, estd definida por las

siguientes ecuaciones

(4)
n{x)KI],, (x)dx
M /=

A pesar de sus diferentes formas, las tltimas

cuatro ecuaciones denotan un proceso de

integracién, via el producto interno o escalar.

Bases covariantes y contravariantes

Definamos dos espacios coordenados en un
dominio Q constituidos por un conjunto de
funciones base oblicuas covariantes (j),, y un segundo
conjunto de funciones base contravariantes <, de tal
manera que el producto escalar entre ellos conduzca
al simbolo de Kronecker 8," como sigue:

1 ifm—n
«h,r>=s: ; (5)
0 ifm”~n

En donde <4, ,9m> denota el producto escalar de
vectores o funciones como en las ecuaciones (3) y
(4). En lo siguiente siempre nos referiremos a
vectores y matrices; sin embargo, el lector debe
traducir simultdneamente la misma forma de
pensar para funciones y operadores lineales.

Un vector cualquiera v puede descomponerse
en dos espacios coordenados (j),y $mcomo sigue

v=£f£c,r
= (6)

v=£c>,

(oY

con C, y C" representando las componentes
covariantes y contravariantes de v. Cualquier vec-
tor se puede descomponer en bases covariantes o
contravariantes 3, y $m; por lo tanto, un vector
base covariante §3, puede descomponerse en bases
contravariantes $mcomo lo indica Fliigge (1972)

<I‘/ =<t>/”¢l +A;,2<P +4:>%P + -« C (7)

Que en notacidén tensorial se escribe

f/ =<f>/1//r (8)

En general (f)ne tnj= <P, ,<>,> es el conocido
tensor métrico covariante. En forma similar, la

4

descomposicion del vector base contravariante §
r =it ©)

En la dltima ecuacién Jnmes el tensor métrico
Es facil
escoger un conjunto arbitrario y completo (o

es posible

contravariante de céalculo tensorial.

incompleto) de vectores base covariantes §,y con
ellos podemos generar el tensor métrico g),, = <>,
,),,>. Dada una matrizA de orden m x ncon m> n,
y adoptando el conjunto de n vectores columna
{G), ()., 9, }de orden m x 1, podemos llamar a este
conjunto el espacio covariante S.

El conjunto de vectores {<I), , | es
linealmente dependiente si hay una relacién lineal
como sigue

rI™ +r29R-t.4'9>n=0 para algunosr,*0 (10)
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Si este no es el caso, entonces el conjunto K)f/ €,

<>} es linealmente independiente. Definiremos
el conjunto de vectores columna de todas las ma-
trices A de orden mxn con m > n como el conjunto
de vectores columna f{tyu ty#..., 9>} linealmente
independiente.

Los elementos del producto matricial (ATA)
son iguales a los elementos del tensor métrico <,
= <>, €Wb- Con este conjunto {9, §2 9Pty
con el tensor métrico covariante §m= <>, m>
conocido, los elementos del tensor métrico
contravariante (j) se pueden calcular de la

siguiente ecuacion

tn<r +Ix 2+3>B<r3+-+=sr
<MM+<Mnm+<M'"3+- +=52

etc.

Para ilustrar el uso de la ecuacién (11)
supongamos que cada uno de los espacios lineales
4, ¢ tiene solamente tres componentes.

Entonces la ecuacién (11) nos proporcionara tres
sistemas de ecuaciones. Si hacemos que m =1 en la
ecuacién (11) obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones

« M " +cpl2(12 +<t>13<PI3 = 1
SABU +<>202 + <M B =0

<M n + <M 12 +t>33<t)13 =0

Que en forma matricial se escribe

4>114) r% ﬂ: \4
&1 Qb2 CPQ =0
_4)314)32@33_ é 0

- N

En forma similar cuando hacemos m = Zy 3
obtenemos
Yiie >21 O
fanmgn 97 =1 (11b)
rsis32azn  ()B 0

Y finalmente a

arpes B o

sru3 (R =0
~RB B

De donde se calculan todos los elementos de gni
del tensor métrico contravariante de orden 3x3.

Con las métricas covariantes y contravariantes
disponibles, los vectores base contravariantes pueden
calcularse como sigue

§'= & (12)

Pseudoinversa de A

Definimos ahora un nuevo conjunto B ={§1, #2...,
$") formado por los vectores base contravariantes da-

dos en la ecuacién (12). Sabemos que el producto
escalar de 5,y ¥ es igual a 8”7, i.e. la delta de
Kronecker, ecuacién (5). En la ecuacién (12) nos
damos cuenta de que los vectores columna de la
matriz B, siendo combinaciones lineales de los
vectores columna <3, son de orden m x 1. Cuando la

siguiente multiplicacién matricial se realiza BTA, se
obtiene la matriz identidad I. Es evidente que Br es
idéntica a AT i.e. a la llamada pseudoinversa ATde la
matriz A de orden mxn, con m>n. ATse identifica
ahora como la traspuesta de B= K, <j<])" }
formado por vectores base contravariantes.
Observamos que la condicién dada en la ecuacién (2)
AT= (ATA)-" A* coincide con el algoritmo para
calcular la Br que incluye a los vectores base

contravariantes como renglones.

Inversa A 1, el caso general

Teorema 1

Dada una matriz A de orden mxn con m >mn, y el
conjunto {()f/ fy#..., 9.} formado por sus vectores

covariantes columna ST, linealmente

independientes, pero no necesariamente

ortogonales, existe entonces una inversa tnica
A'lformada por la traspuesta de la matrizB =w,

02.... P de

vectores base columna


http://dx.doi.org/10.22201/fi.25940732e.2003.04n1.003

DOI: http://dx.doi.org/10.2220l/ﬁ.2594073}2f.2019}§1;3é111‘111 go?iciu

contravariante, calculados mediante la ecuacién
(12).
cuadradas, es tnicamente un caso particular.

El caso de cuando m=mn para matrices

Teorema 2

Dada una matriz A de orden m x n con m>n, el
conjunto {9, ()™.., ().}, de sus vectores columna,
serd linealmente independiente si, y s6lo si el
determinante del tensor métrico (5, es diferente
de cero. El tensor métrico siempre es cuadrado.

Ejemplo 1

Dados dos vectores base covariantes () y §2
encuentre la combinacién lineal que mejor se
aproxime al vector bT—(Z Z Z)

rn roN
°J k k

(13)

Solucién. En forma vectorial buscamos resolver
la siguiente ecuacién

(V 'o
c11 +021
[°J k

13

12)

(14)

en forma matricial se escribe como sigue
TN, T
11 2
. C
lo oj 12)

Los elementos del tensor métrico <jse

!

bn —(jtjio) 1 -2

O,

vy

calculan asi:

En forma similar el resto de los elementos §m,=
c >se calculan al obtener el siguiente tensor
métrico

49

2 1N
Qm= A A
vVl V

El tensor métrico contravariante se logra por la
ecuacién (11) que lleva alas siguientes ecuaciones

r
E}
Cuando éstas se resuelven encontramos que i

es igual a
2\
2

DiYg rm =r
AT iwd

L i1

Los vectores base contravariantes <)’se
calculan con la ecuacién (12) dando
Y o \% o Y
Y =pn 14" 1 =i i -i i =0 (15
Ai A A A A

En forma similar, el vector base (j)2es calculado asi

Y o Y VoY
<SD=(P2L 1 <p2 1 ~»<g2=-1 1 +210= 1 (16)
o  k A A

En la figura 1 se grafican las bases ¥y (j), junto
con el vector objetivo b T=(2,2,2). Multiplicando la

ecuaciéon (14) por §1

(v
@0 0)011 +C2i -

- 1°d K

ooii1

12)

(17)

Cuando realizamos la multiplicacién escalar
encontramos que C<=2. Si en la ecuacién (17)
remplazamos <1 por 9)2obtenemos Cz=0. Nuestra
aproximacién a b T=(2,2,2) se puede escribir

(0) @" T
[7=2 1 +0< | Igl 2 2 (18)

k <2 k 12
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Figura Z

En las figuras 1y 2 se observa que la proyeccion de La aproximacién de la ecuaciéon (18) se
b es dos veces el vector base covariante £y denomina aproximacién covariante (con

ninguna proyeccién del vector (“contribuye a la elementos ()>). Recurriendo al conjunto de bases

. . , . .
solucioén. contravariante ﬁ>‘, existe otra soluciodn.
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Soluciéon contravariante

Una aproximacién mas es posible para b T=(2,2,2)

mediante una superposicién lineal de bases
contravariantes

(19)

Si multiplicamos esta ecuacién por <y*=(1,1,0)
obtenemos

rr f-V
1 0) C10 +C2

12"
i =2

(20)
1 °] k
Cuando se efectda la multiplicaciéon escalar, se

C,=4- Si en la (20)
remplazamos g por 92 =(0,1,0) entonces Cz=7,

tiene que ecuacion
esta nueva solucién se ve claramente en la

siguiente ecuacion

(? 2N

0 +2 i 2 2 5 2 (21)

k 1 °] k k 12;

En el ejemplo, esto significa que b puede ser
aproximado superponiendo cuatro veces el vector
base $1 mas dos veces el vector base §2, del tal forma
que se satisface la ley del paralelogramo de
composicion de fuerzas de fisica. Este requisito
fisico se observa en la figura 2 y se satisface con las
descomposiciones covariante y contravariante de
cualquier vector b.

Las soluciones covariante y contravariante
conducen a idénticas aproximaciones p. Falta la
norma de la solucién (o de la aproximacién). De
acuerdo a Urrutia (1991, 1992 y 1998), cuando las
descomposiciones covariante y contravariante
(ecuacion 6) de cualquier vector ~ se calculan, el
tamafio o norma del vector v'se obtiene de la

siguiente manera

De las ecuaciones (18) y (21) las normas de las
aproximaciones p, p 'y del vector objetivo F son,
respectivamente

= [2x4 +0x2]12 =2.828

|RI=[22+22+22]1/2 =3.464

Dieferencia=0.636 en norma

con un error en norma aproximadamente de 18.4%
més pequefio que el vector original b.

Note de las figuras 1y 2 que los vectores de
aproximacién” y p' (que son colineales ) incluyen
el mismo error T de longitud minima. Cuando

obtenemos la diferencia T7= (0,0,2) entre b yp (o

p') podemos proponer las siguientes dos
soluciones para aproximar b'
'0> 'er '2S

2i +0 1 +0 =2

k k k k

con vectores base covariantes (j),, o en la siguiente
forma

1 1

n
4 0 +2 i

0 )
+0 =2

K 1 °] 12] 12]

con vectores base contravariantes 4> ambas
soluciones podrian ser admisibles bajo ciertas
circunstancias.

Ejemplo 2

Se toma este problema de Tucker (1988), para
mostrar una propuesta que mejore la solucién
anotada para un problema relacionado con los
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niveles de produccién de ciertos productos
quimicos en una refineria petrolera.

Problema

Encontrar la mejor solucién al siguiente sistema
de ecuaciones

20*, +4x2=500
10*, +14*2 =850
5%, +5*2=1000

(22)

En forma vectorial, el problema se puede
escribir como sigue

'20' ' 4N Too
10 4+%o 14 = 850 (23)

5 5 1000

En forma matricial se ve asi
f20 47 '500 >

10 14 = 850

\X2y ooo
(24)

Ax =b

donde las columnas de la matriz A definen un espacio
covariante con sélo dos vectores. De la ecuacion (12)
o Tucker (1998), se tiene la inversa de A

' 0.0584
7-0.0435

-0.0164
0.0761

-0.0006"

(25)
0.0217
lo cual, incluye alos vectores base contravariantes
de A como renglones. Ahora, sélo se presenta la
inversa de cualquier matriz A, evitando su céalculo
numérico para ser concisos. Si se multiplica cada
columna de (23) por el primer renglén de (25) y en
seguida por el segundo renglén, se tiene que

x, =14.6
*2=64.7

que permite transformar (23) en la siguiente
aproximacion

g) 4! 551 500 "
p =14.6 10 +64.7 14 = 1051 W 850
15> 159 139y AOco

de acuerdo con Tucker (1998) este resultado
t?T=(551,1051,394) se considera como una mala
aproximacién. Sin embargo, no es la tnica
solucién disponible, sino la mejor que se puede
generar con los vectores base covariantes de la
Ay renglén
contravariantes de la inversa A’l, que estan

matriz con los vectores
contenidos en el mismo hiperplano, como se
puede ver en la figura 3. A partir de ahora se
considera el problema desde un nuevo punto de
vista y se puntualiza una observacion de peso.
Los elementos de los vectores columna de la
matriz A, en la ecuacién (24), representan los
niveles de producciéon (de una refineria) de
diferentes productos de un barril de petréleo
crudo. En la primera columna, 20,10 y 5 denotan
de diesel,
lubricante y gasolina, producidos a partir de un
barril de petréleo crudo. Los elementos de la

el nimero de unidades aceite

columna 2 de A son los numeros
correspondientes de diesel, aceite lubricante y
gasolina, producidos por barril de petréleo de
una segunda refineria.

De la ecuacién (26), como se establecié por
Tucker (1988),
sobreproduccién de diesel y aceite lubricante, la

demanda de gasolina no puede satisfacerse en

es claro que a pesar de la

una situacién real, por lo cual debe ser puesta en

marcha alguna medida practica para
modificarse.

Con los niveles actuales de produccién, no
hay forma de satisfacer la demanda actual. Por
tanto, es necesario modificar los niveles de
produccién en ambas refinerias. El problema es
mantener las modificaciones de los niveles
normales de produccién en un minimo.
También podriamos construir una nueva
diferente de

producciéon que cubriera el error de produccién

refineria con wuna politica
de las otras dos refinerias; sin embargo, esta
seria una alternativa muy costosa, por lo que
se prefiere la primera opcién. De la ecuacién

(26), el vector error es el siguiente
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r- 517
-201
v 606]

e = (27)

Es claro que este vector es paralelo al vector W

'-0.07963'
n= -031382
v 0.94614,

(28)

que es perpendicular a los vectores columna ~x,~2
de la matrizA. Ahora, de la figura 4 podemos ver
que la aproximacién f dada por la ecuacién (26),
el vector objetivo b y el vector normal 7i caen en un
mismo plano, que es perpendicular al plano
generado por q y ~2.

De esta figura se puede observar que no hay
ninguna combinacién lineal de y Z2 que se pueda

hacer para generar el vector objetivo b. Con el

objeto de superar esta situacién se normaliza el

vector objetivo b para obtener

'0.35601"
0.60522
£0.71202y

(29)

Con los vectores bny n se obtiene la siguiente

matriz auxiliar A'

(035601 -0.07963'
A* 0.60522 -0.31524 (30)
0.71202  0.94573,
cuya inversa esta dada por
' 0.49386  0.94341  0.35562'
7-0.30329 -0.74405 0.78408, (31
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Se puede ver que el vector bn y el segundo renglén

de la matriz A'-1son ortogonales. Cuando se
normaliza el segundo renglén de A'-1se obtiene el

=(-0.27015, -0.66275, 0.69841) que es

normal al origen del plano

vector N T

-0.27015X-0.66275Y +0.69841Z =0 (32)

Se puede verificar que tanto el vector objetivo
b T- (500,850,1000), como el vector arbitrario
TT- (1,1,1.33582), satisfacen la ecuacién del
plano, porque ambas estan contenidas en el plano
dado por la ecuacién (32). En este punto notamos
que el plano generado por y 2,y el plano
obtenido por la ecuacién (32), son perpendiculares
al plano formado por 7iy b,y su intersecciéon pasa
por el origen y hace un dngulo 0 como se indica en
la figura 5. Los vectores generadores qr= (20,10,5)
y ~=(4,14,5),
produccién de diesel, aceite lubricante y gasolina,

que contienen los niveles de

tendran que ser modificados, de tal forma que los

vectores que representan tales niveles de
produccién estén localizados dentro del plano de
la ecuacién (32). De estas observaciones, vemos
que las mejores aproximaciones a qr= (20,10,5) y
cjT= (4,14,5) deben satisfacer la ecuacién (32), y la

distancia de la punta de esos vectores y el plano

1z inversa genemllzudu (el espacio contravariante) a * de matrices de orden mxn con m>n

(32) debe de ser minima. Esas dos aproximaciones
son las proyecciones normales de ~r=(20,10,5) y
r/ =(4,14,5) sobre el plano (32).
estas proyecciones se necesitan conocer dos
vectores generadores, por ejemplo 77T=
(1,1,1.33582) y 7 T= (5,8.5,10) un vector 100 veces
mas pequefio que el vector objetivo
b T=(500,850,1000). Esta eleccién se hizo por
conveniencia. Notamos que la eleccién del vector

Para obtener

~T= (1,1,1.33582) es arbitraria y que cualquier
otro vector que satisfaga la ecuacién (32) seria
igualmente util para proyectar qr=(20,10,5) y
r/ =(4,14,5).

Proyeccién de q7= (20,10,5)
La cuestién de encontrar la mejor proyeccién de
q =(20,10,5) en el plano definido por la ecuacién

(32),
combinacidén

encontrar la
7T=(5,8.5,10) vy
7 T=(1,1,1.33582) que aproxime C1; esto se logra al

indica que hay que

lineal de

resolver la siguiente ecuacién

(6 > (\ \ 20
85 +X21 a 10
110 , "13358; 15

Figura 5
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De esta ecuacién obtenemos una nueva matriz B
que contiene a T 1= (5,8.5,10) y ~r= (1,1,1.33582)
como sigue

oo

B- 85 1
10 1.33582

(34)

y obtenemos su inversa B 1como sigue

''-0316017
v 2.50711

0.211369
-0.1.23588

0.0783448'

(35)

-0.203055,
Recordemos que los renglones de B-1son los
vectores contravariantes de B. Por lo tanto, si se
multiplica la ecuacién (33) por el primer renglén de
B x y entonces por el segundo renglén de B 1,
desacoplamos la ecuacién y obtenemos
Xx=-3.81493, X2=36.7681. Cuando reemplazamos
estos valores en (33), encontramos la proyeccién C,

de qr=(20,10,5) como sigue, (Figura 3)

(17.698 '
4.349 (36)
V10.9724,

En forma similar, la proyecciéon C2 de

= (4,14,5) es la siguiente

£2.1449 N
9.44877
9.796

(37)

Hacemos notar que los nuevos niveles de
produccién indicados por Cj y C2, asi como el vector

objetivo b r=(500,850,1000) satisfacen la ecuacién
(32) y caen dentro del mismo plano. Por tanto, la
siguiente ecuacion se puede resolver en forma exacta

717.698 '2.1449 ' ' 500
X 4349 +X29.44877 = 850 (38)
710.9724, 9796 , Viooo,

Con la politica de produccién diferente, ahora
calculamos los vectores contravariantes de las
columnas de la ecuacién (38), (o la inversa de la
matriz C formada por las columnas de la

ecuacién (38)) para obtener la siguiente
solucién:
A7.698 ' '2.1449 " 500"
4349 18.3743 + 9.44877 81.5015 = 850
710.9724, [9.796 ] 1000,

para el problema de la refineria presentado por
Tucker (1988).

Una nota final, es que los nuevos niveles de
produccién prescritos por C1 y C2 son los niveles

de producciéon que requieren los menores cambios
posibles en los niveles normales de produccién
qr=(20,10,5) y gjr=(4,14,5), esto estd indicado
en la figura 5.

Conclusiones

Varias conclusiones se pueden obtener de los
resultados presentados, pero se iniciara con la
inversa generalizada. En relacién a que dada una
matrizA de orden m x ny con m>n, siempre existe
una inversa A'l si el determinante del tensor
métrico (generado con las columnas de la matriz
A) es diferente de cero. Esta afirmacién es
equivalente a admitir que los vectores columna de
la matriz A son linealmente independientes.
Ahora también, se reconoce que los renglones de la
matriz inversa A'lde orden n x m son los vectores
contravariantes del espacio covariante generado
por los vectores columna de la matriz A.

Se puede observar otro hecho importante, en
relacién con el requisito de que el determinante
del tensor métrico debe ser diferente de cero para
garantizar la existencia de la inversa de una
matriz dada A de orden m x n con m >n. En vista de
que su aplicacién es general y no esté restringida a
matrices cuadradas, que el actual criterio de que el
determinante de la matriz A debe ser distinto de
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cero se reemplace por el criterio més general de
imponer esa condicién al determinante del tensor
métrico (un tensor real que no depende ni de la
forma ni del tamafio de la matrii A) como una
forma de inferir la existencia o no existencia de la
matriz inversa de una matriz dada A.

Para el problema lineal AST=b con A con mxn
elementos(m>«), si la funcién objetivo esta
contenida en el hiperplano x generado por las
columnas de la matriz A, entonces siempre
podemos encontrar una solucién exacta. Si este
hiperplano x no contiene al vector objetivo, siempre
podremos encontrar la proyeccién perpendicular
dada por las bases covariantes o por las bases
contravariantes que se obtienen de los renglones de
la inversa A'l. Como se vio en el ejemplo 1, la
aproximacion obtenida dentro del hiperplano x con
las bases covariante y contravariante, satisface la
ley de composicion de fuerzas de fisica. Este hecho
es muy importante porque reconoce que el dlgebra
generada cuando se conoce el espacio covariante
(las columnas de la matriz A) y el espacio
contravariante (los renglones de la inversa de A)
satisface las leyes de mecanica y fisica.

Con respecto al problema de optimizaciéon
relacionado con el ejemplo 2 se observé que se
puede generar una soluciéon 6ptima mediante la
adecuada proyeccién de los vectores columna de la
matriz A sobre el plano de solucién 6ptima. Para
concluir este trabajo, se afirma que no hay
ninguna razén para continuar llamando la
Pseudoinversa Af de la matriz A de mxn
elementos con m> n, ya que simplemente se le
debe llamar "la inversa A lde la matriz A”.
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