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Resumen

En este articulo se presenta un modelo semidefinido en el espacio complejo para el analisis
dindamico de estructuras. En esta ocasién se analizaran detalladamente los mecanismos de
vibracién en funcién de un semiespacio moévil (el apoyo) con masa m( un sistema prin-
cipal con masa miy otra masa mz. Las tres masas estdn unidas mediante resortes (kty k2 y
amortiguadores (Exy %) y en el andlisis final se considera que la masa m0>>>>m I+ mz.
La solucién en el espacio complejo permite hacer un andlisis claro de los angulos de fase de
las tres masas, vibrando a diferentes frecuencias de excitacién o, lo cual permite observar
las masas m1y mz vibrando e incluyendo la influencia del semiespacio m() es decir, se
analiza simultdneamente el problema de la transmisibilidad de vibraciones. Se mostrara
que el nuevo modelo es ttil no sélo en problemas clasicos de excitacién en las masas de la
estructura principal, sino también en problemas donde la excitacién llega por la frontera o
en aquellos donde la estructura no tiene una posicion fija, como es el caso de los robots.

Descriptores: modelo complejo semidefinido, dindmica general, transmisibilidad de
vibraciones, movimiento en la base, fasores, angulos de fase, médulo de un namero
complejo, robots.

Abstract

The paper presents a semidefinite model in the complex space for the dynamic analysis of struc-
tures. This time a careful analysis of the vibration mechanisms mil be presented as a function of
the mobile halfspace with mass m0, and a main system with two masses  and mz. The three
masses are joined by arbitrary springs and dampers and the analysis considere that
m0>>>>mi +mz. The complex solution allows for a detaiied view of the phase angles of the
three masses conforming the complete system at different excitation frequencies that in turn let
observe the two masses m, y mzand the influence of the halfspace represented by the mass m0 so
we can see the problem of transmisibility. The new model can be applied to classical structures
where the main structure is excited or in cases when: the excitation arrives by the boundary or the
structure has a mobile nature like that of robots.

Keywords: semidefinite complex model, general dynamics, transmisibility of vibrations, base
motion, phasors, phase angle, modulus ofa complex number, robots.
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Introduccion

La filosofia general de disefio de estructuras civiles
se hace con modelos cuyas fronteras estan
soportadas de una forma que se garantice, en
primera instancia, la estabilidad de una viga, un
edificio o de cualquier otra estructura. La fijacién
de las fronteras se expresa algebraicamente
imponiendo la condicién de que el modelo
matematico sea positivo definido. Si la excitaciéon
o excitaciones (desplazamientos, fuerzas o
aceleraciones) se aplican en puntos hacia el inte-
rior de la frontera y en cualquier punto de la
modelos

estructura, entonces los

positivo
definidos, vigas placas o cascarones, nos dardn
soluciones admisibles y fisicamente explicables en
la mayoria de los casos. Sin embargo, en ciertos
problemas nos conducen a modelos diferentes,
dificiles, y por lo tanto a conclusiones inciertas
(Bettin et al., 2000). Por lo anterior, una filosofia
invariante (Urrutia, 1998) y técnicas diferentes
serdn discutidas y aplicadas a un modelo lineal
(sin dafio o con deterioro minimo) que incluya una
estructura principal (con dos grados de libertad) y
un semiespacio moévil absorbente, acoplado
dindmicamente mediante resortes.

La falta de claridad en los modelos ha generado
mucha controversia. En este trabajo se presenta
un modelo constituido (para el modelo maés
simple) por un elemento de apoyo mévil con masa
m0finita, un sistema principal con dos masas m, y
por
amortiguadores. En esta primera presentacion del

m2 conectados entre si resortes y
modelo la masa m0Oes muchas veces mayor que la
suma de m, + mz. Este modelo manejara tres formas
modales, a saber: el primer modo o modo de
cuerpo rigido, con las tres masas vibrando juntas y
en fase, asi como los dos modos restantes ya
conocidos (mas utilizados), que incluirdn la
interaccién entre el semiespacio m0 en balance
dindmico con las otras dos masas mx y mz.

Modelo matematico

La figura 1 es un esquema de un sistema
semidefinido, constituido por las masas m(Q m, y
mz que estdn acopladas fisicamente por las
rigideces k, y k2y los amortiguadores ¢, y c2.

La masa m0puede representar el apoyo del sistema
principal m1y mz cuando el sistema a controlar esté
empotrado, o la masa del apoyo, cuando el sistema
a controlar se localiza, por ejemplo, a bordo de un
helicéptero o de algin vehiculo. Claro que el
modelo de la figura 1 se convierte en un sistema
definido de dos grados de libertad si se supone que
la masa m0Oes de magnitud muy grande o infinita.

k2 c2
Xi
i — 8
— > fa(t)
n n
m —_— f, (1)
X
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i
! e Ki,c
i
i

— > fo(t)

Figura 1. Sistema semidefinido

La masa m0se llamara “semiespacio”. La masas m,
y m2, sus elementos de acoplamiento, la rigidez Je;
y el amortiguador viscoso cj, seran “el sistema
principal”. El arreglo completo de la figura 1 sera
“el sistema completo” o “el sistema”. Las fuerzas
u fi yfz son funciones del tiempo y representan a
las excitaciones que pueden ser aplicadas sobre el
sistema.

Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento del sistema estan
descritas por:

~m o *0 "e - c ~ Vv
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si se supone una excitacién armoénica del tipo

fi(t)=Flei”,j= 012, i=VT (2)
la respuesta cineméticamente compatible de
desplazamiento absoluto del sistema es de la
siguiente forma

xj(t)-X jeia’,j =0,1,2 (3)

por lo que las derivadas con respecto al tiempo son

x 0 ~iéX Oeia"' o A Oe
*v
1 = m X xe iM x\ = -a 2X xeial
i(0X 2e iat X2 Sto 2X 26t

Al sustituir estas tltimas expresiones en (1) se

donde se introdujeron las siguientes definiciones
y pardmetros adimensionales

ml © o

con estas definiciones se resuelve la ecuacién (6) y

se obtienen los siguientes resultados
adimensionales que s6lo dependen de a, p,8y y

dependiente de la frecuencia de excitacién o asi

como de los amortiguamientos y vy de las
cargas Fj con i=0,1y 2.
x FO(zzz38 7228 ) FXZI2ZB+F2ZulZ,, 0

obtiene [Z11Z 22Z 33 2-11 (A 23) -A33(M12 ) 2] * M
—02 -m0 + i €0%C +kx ~/-00-Cj -k x 0 poq ri
~/M0Cj -k x —c02 -mx +i—co—(c1 +c2)+ kx+k2 ~/ W2 -k 2 X = 5
0 —/«WC2 ~kx —C02-m2 + /mc0C2 +k2 z 2\ xp

La matriz cuadrada del lado izquierdo es la
llamada matriz de impedancia dindamica Z,
(Thompson, 1972), (Tse et al., 1978)
permite rescribir la ecuacién (5) de la siguiente
manera (con FO, F, y Fz " 0)

y esto

2n A OTXOH K
zQ Typ '723 =
O T R Xa oo

en donde los elementos Zj; se rescriben de la
siguiente manera

[ Y2

2, =|0+Sy0-V | z2=LI+P52-y2+/2y(;;1+ [BQ)]

Zp=-(1+/2yC1) w3 — PS(5 + /2y;;2)

Zj3-0 2B =P(82-y 2 +i2/302)

FZ., 4y -FZ, 4, -F.4, 24
[ZNZ2ZB ZU(Z23) Z33(Z12) ] kx

(10)

X _ FP{ZuZ®2 70 ) FZnZB+F0ZuZ
\Z\\Z2Z3 - Z X(Z23)2 - Z 33(Z12)2] * kx

(11)

Las férmulas (9), (10) y (11) se introdujeron en el
programa ‘Mathcad 7-0 Professional edition" y los
analisis correspondientes se efectian en forma
rapida y con soluciones convergentes. El sistema
comun de dos grados de libertad se obtiene de esta
presentaciéon cuando «=ml1/ m0-> 0. En los
diversos andlisis que se presentan se toma
a =0.000001. La variables p = m2/m,y 8=co2/col se
seleccionan de acuerdo a diferentes criterios de
analisis. Los amortiguamientos Cxy £2se eligen
seglin la estructura que se analiza. Con estos
pardmetros definidos se varia el altimo pardmetro
y=co/col desde aproximadamente 0.1 hasta 2.0
para observar la respuesta de toda la estructura
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(funcién de transferencia) y decidir si las

vibraciones son o no adecuadas.

Analisis de una estructura clasica de dos
grados de libertad

Ejemplo 1

Se tiene un sistema eldstico constituido por un
semiespacio, una masa principal mi y una
segunda m2. El semiespacio es
suficientemente grande cuando a=ml /m0

masa

=0.000001 y por tanto el problema se reduce en
el limite a un sistema de dos grados de libertad
con una masa pequefla m, =4 y una masa m2- 4,
simulando asi un sistema m1, mz apoyado en el
semiespacio m0. Con esto, el valor p=m2/m, = 1.0
queda ya definido. Los otros parametros
elegidos son: ;2#O.10, £2=0.15 y el primer valor
de 5=c02/col =0.0001. El valor de 8=0.0001
practicamente desliga al absorbedor del resto del
sistema y reduce el problema a un sistema de un
grado de libertad. Hasta este momento sélo nos
queda como pardmetro libre y=co/col, al cual
desde 0.1 2.0

siguientes funciones de

asignamos valores hasta

obteniendo las

transferencia X(/ Xi y X2 para las tres masas m0,
mi y m2.Se supone que el sistema estd s6lo bajo
la accién de Ft= 10.

En vista de que 5=c02/col1=0.0001 la masa m2
estd practicamente desligada del sistema y sus
desplazamientos Xzson casi nulos del orden de
3x10-4 para cualquier valor de y desde 0.1 hasta
2.0, como se ve en la figura 2. Por lo que respecta a
las masas mly mOpresentan los desplazamientos
X0y X Imostrados en la figura 2 para y desde 0.1
hasta 2.0. La funcién de transferencia paraX,
presenta una gran amplificacién de 5 para
y=co/ml =1, esto es, cuando la frecuencia de
excitacién wes igual ala frecuencia del sistema
con masa mty resorte kt de un grado de libertad.
A bajas frecuencias el desplazamiento X, tiende
al desplazamiento estatico dado por el cociente
FYk1=10/10 = 1 y el desplazamiento de la masa
mOes del orden de 1.125x10'04. La frontera de un
problema cldsico modelada por m0 tiene un
desplazamiento infinitesimal, pero distinto de
cero, lo que es necesario para mantener el sistema
completo en equilibrio dindmico. La masa mz
tiene desplazamientos del orden de 3x10 -°4 en
vista de que es arrastrada por la fuerza viscosa
%2= 15% del amortiguamiento critico.

Figura 2
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Si hubiéramos puesto un valor de £2= 0.001% del
amortiguamiento critico, serfa facil ver
desplazamientos que tendieran a cero muy
rdpidamente. Se hace notar que el sistema
modelado en este problema necesita dos elementos
(las masas mOy mi su resorte, asi como su
amortiguador) para el sistema dindmico més
simple. Esto es asi porque el nuevo modelo es mas
completo que el tradicional de un grado de libertad
con s6lo una masa mu que supone desplazamiento
cero del apoyo, ademas no incluye la influencia de
la inercia del apoyo proporcionado por la masa m0

que modela al semiespacio de soporte.

Analisis de una estructura con
excitacion en la base

Ejemplo 2

El mismo sistema estructural adopta ahora los
siguientes parametros: resortes ki —k2 =10, masa
m0=1000000 (unidades arbitrarias de masa),
masas ml=m2=10 y amortiguamientos £2=
E2=0.01 esto es 1% del amortiguamiento critico.
Supoéngase que el terreno, modelado por la masa
m0, experimenta una aceleracién unitaria [*eiat, en

donde el parametro adimensional que relaciona la
frecuencia de excitacién 7= 3/od variard de 0.1 a
10.0.
completo sera excitado por fuerzas F1y F2 iguales a
cero y una fuerza FO= 1000000*eit (unidades de
fuerza) que producird una aceleracién unitaria a la

Bajo estas circunstancias, el sistema

masa m0, esto es tig= F0/ m0=1*eil} Los resultados
dados por las ecuaciones (9), (10) y (11) se
muestran ahora en la figura 3.

Es claro que las frecuencias naturales de los
componentes m, ,kj y m2y k2son co,= @2 —1. Por
tanto, si 7=03/03, entonces cuando y=0.1 la
©0=0.1. El
desplazamiento m0Omaximo a baja frecuencia
debe se igual a 1/ 032=1/(0.1)2= 100, como se

indica en la figura 3(a) para y=0.1 . Esta es la

frecuencia de excitacién sera

prueba que garantiza la precisién de las
ecuaciones (9), (10) y (11).

estando ligadas por resortes flexibles a la masa mc

Las masas m, y mz
viajan un poquito mas cuando y=0.1 en
distancias de 102.05 y 103.08, respectivamente;
esto esta indicado en las figuras 3 (b) y (c). Otro
resultado interesante se obtiene cuando se
calculan y se grafican los desplazamientos
relativos entre las tres masas del modelo. Estos

resultados se muestran en la figura 4.

x1max=134.74

Figura 3
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IXL(¥)-XXY)

1X2(y)-X0(y)

Figura 4

En la parte superior de cada figura, el maximo
desplazamiento relativo se indica con (Xi-Xj). Las
frecuencias naturales del sistema completo
ocurren aproximadamente paray=0.63y 1.70 y
debido a que co;=1 entonces las frecuencias
naturales del sistema son co®; y co\ son 0.63 y 1.70
rad/s.

Otro resultado importante que se puede
obtener se muestra en la figura 5 de los angulos de
fase 6i(y) parai = 0, 1y 2, con las tres masas
vibrando (el cuadro méas grande modela a m0) de
acuerdo a las diferencias de angulos de fase de los
desplazamientos. Una caracteristica importante
que se observa, es que el dngulo de fase 00(y) de la
masa m0siempre es constante (-n) y siempre en
fase con la excitacién. En esta figura se puede ver
que de y=0.1 a 0.6 las tres masas viajan en fase y
vibran como se indica debajo de la zona indicada.
Para y=0.65 a 0.95 las masas m1ly m2vibran en fase
y opuestas 180 grados con respecto ala masa m0.
En seguida para y= 1.05 a 1.65 las masas mOym i se
ponen en fase y vibran en la misma direccién
mientras que la masa m2vibra con una diferencia
de fase de 180 grados, como se ve debajo de la
region indicada. Finalmente, de y=1.75 hasta 10 el
segundo modo es excitado como se indica. De

estos analisis concluimos que cuando en un
sistema estructural la excitacién se hace por la
base o frontera de una estructura dentro de cierto
rango del parametro y (en este caso de 0.1 a 10),
todos y cada uno de los modos posibles de dicha
estructura seran excitados. La importancia de este
resultado se verd mas adelante.

Ejemplo 3

Se analiza el mismo problema 2 con los siguientes
pardmetros: resortes k1-k 2- 10, masa m0= 1000000
(unidades arbitrarias de masa), masas m1=mz =10
y amortiguamientos ;2 = %2~ 0.01, esto es 1% del
amortiguamiento critico. Supongamos de nuevo
que la base modelada por la masa m0 sufre una
aceleracion unitaria 1*eint, en donde la frecuencia
de excitacién o varia nuevamente desde y=0.1
hasta 10. En la literatura actual este problema de
ingenieria sismica se resuelve reemplazando las
fuerzas generadas por el movimiento del terreno
por fuerzas sismicas equivalentes que son
iguales en este caso alas masas miy m2 por la
aceleracién del terreno, denotada comidnmente
por iig. Bajo estas circunstancias el sistema sera
excitado por fuerzas F1y F2iguales a 10 que
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producirdn aceleracién unitaria en las masas miy
m2,esto es tig= F; /mj; =10/10=1. La fuerza FOen
la masa mOse hace igual a cero. El objetivo es ver
las diferencias entre este modelo (el que
actualmente se usa) y el modelo analizado en el
ejemplo 2 de este articulo.

Los resultados para los desplazamientos dados
por las ecuaciones (9), (10) y (11) se muestran en
la figura 6.

En esta figura podemos observar los espectros de
desplazamiento de las tres masas m0, mi y mz. Los
méaximos desplazamientos a baja frecuencia y= 0.1
paraX0X, yX2son 0.002051 (unidades arbitrarias),
2.049 y 3.082, respectivamente, y corresponden ala
clasica configuracion que se tendria si aplicAramos

estaticamente las fuerzas F1-F 2= 10 a las masas mi

y m2. Las maximas amplificaciones ocurren a 0.64
rad/s, estdn indicadas en la parte superior de cada
figura y son 0.0036 (tiende a cero, pero nunca es
cero) para la masa m0, 135.91 para la masa m, y
220.03 para

©=1.61lrad/s nuevamente ocurren amplificaciones

la masa m2. A la frecuencia

de menor magnitud; sin embargo, los
desplazamientos del semiespacio m0son del orden
de 1.179x10'5y los de m, y m2 del orden de -3.005 y
2.150 (unidades de

desplazamiento), indicando con esto la excitacion

respectivamente

del segundo modo. Esto dltimo se puede observar
en relacién con el espectro de fases mostrado en la
figura 7, en donde se ilustran los angulos de fase 0O
(linea gruesa) Ot (linea media) y 02 (linea delgada)
de las masas m() mly m2, respectivamente.

Excitacion a mQ

r— >
1
2 80(y)
£ Oly
82(r) 1
C
Vi 1y 10
Figura 5
X0max=0.0036
[xo(v)|
10 10 10
Y y
(a) m0 (b) m, (©

Figura 6
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La caracteristica mas importante en la figura
7 es que aparte de la pequefa franja vertical
de 1,52< y <1.68 en donde las masas m0y mz
van en fase (0Oy 02 practicamente se
traslapan) en el resto del espectro de fase de
0.1 a1.52 yde 1.68 a 10.0 el modo que siempre
se excita es el clasico primer modo con el
semiespacio m0Ovibrando en sentido opuesto a
los desplazamientos efectuados por las masas
mly mz. Obsérvese como 0! y 02siempre estan
aproximadamente 180 grados (T fuera de
fase con respecto a mo.

Ahora podemos concluir que el método de
usar fuerzas sismicas efectivas iguales a las
masas mj multiplicadas por la aceleracién del
terreno i para el problema de movimiento en
la base (sin ninguna restriccién) no aproxima
més que la respuesta del primer modo clasico
de vibracion. Se puede ver en la figura 5 que en
el anélisis de excitacién inducida por la base,
de

subsecuentemente excitados dentro del rango

todos y cada uno los modos son
de frecuencias que contenga a las frecuencias
del sistema. Esto puede ser de notorias
consecuencias en el caso de estructuras altas
y flexibles con frecuencias naturales poco

espaciadas (alta densidad de frecuencias).

Figura 7

de
desplazamientos entre cada par de masas del sistema,

Para terminar, graficamos la diferencia
en donde encontramos que las graficas son idénticas a
aquéllas mostradas en la figura 4 hasta el tltimo digito.
La conclusion de esto es que la diferencia \X;fy)-Xj (y) |

parai= 0, 1y 2coni*jes una cantidad tensorial
invariante bajo las hipétesis y condiciones de carga

asumidas en los ejemplos 2y 3.

Conclusiones

del de
excitaciéon inducida por la frontera (Figura 5), es

La principal caracteristica problema
que todos los modos son excitados de manera

consecutiva al incrementar la frecuencia de

excitacion. Este hecho va en contraste con el
método aproximado de reemplazar las fuerzas de un
sismo por fuerzas sismicas efectivas. Cuando
usamos fuerzas efectivas m, L'ig, estas excitaciones
van siempre en fase y en sentido contrario a los
movimientos efectuados por la base, excepto, muy
localmente, en torno ala frecuencia natural del
primer modo clasico de vibrar (Figura 7). Sin
embargo, hacemos notar que se pueden usar las
clisicas fuerzas efectivas, para un anélisis
aproximado de las fuerzas sismicas de disefio,
causadas por el efecto del primer modo, y para ello,
s6lo escogemos una pequefia regién del espectro del
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sismo elegido y que esté centrada con respecto a
la primera frecuencia natural de la estructura
que se estudie. El uso del resto del espectro del
sismo de disefio nos proporcionard bajo estas
circunstancias, contribuciones inciertas del
primer modo de vibracién. Finalmente, el lector
observara que cuando al modelo se le impone
alguna excitacién ala primera masa m( pero las
masas miy m2son del mismo orden que la masa
m(, entonces estaremos modelando una méquina
de ferrocarril que arrastra dos vagones (o algin
robot caminando), esto es, podemos modelar ya
una estructura con todas las masas libres de
moverse. En un articulo posterior, enfocaremos
con mas detalle el analisis de alguna estructura
en movimiento.

Referencias

Bettin I, Urrutia-Galicia J.L. y Gebbeken N.
(2000). On the Analisis of Vertical Circular Cylin-
drical Tanks under Earthquake Excitation at its
Base.Universitat der Bundeswehr Miinchen,
UniBw-BKI 00/2000, Deutschland (Alemania).

Thomson W.T. (1972). Theory of Vibration with
Applications. Prentice Hall, Inc. N.J.

Tse F.S., ILE. y Hinkle R.T. (1978).
Mechanical Vibrations, Theory and Applications.
Allyn and Bacon, Inc.

Urrutia-Galicia J.L. (1998). On the Absolute Form of
the Theory of Dynamics for Beams, Pintes and Shells
with Applications for Engineers. Algebra and Eunc-

Morse

tional Analysis. Mitteilungen des Institutes fur
Statik der Universitat Hannover, Mitteilung
Nr. 47-98, Hannover, Deutschland (Alemania).

Semblanza del autor

José Luis Urrutia-Galicia. Obtuvo el grado de ingeniero civil en la Facultad de Ingenieria de la UNAM en 1975;
asimismo, los grados de maestria (1979) y doctorado (1984) en la Universidad de Waterloo, en Ontario, Canada. Es
investigador del Instituto de Ingenierfa, UNAM en la Coordinacién de Mecénica Aplicada. Sus édreas de interés

cubren: matemaéticas aplicadas y mecénica teérica, andlisis tensorial, estabilidad y vibraciones de sistemas

discretos, vigas, placas y cascarones. Ha recibido reconocimientos como el “Premio al Mejor Articulo” de las
Transacciones Canadienses de Ingenieria Mecanica (CSME) (Montreal, Canada 1987) por el articulo “The Stability
of Fluid Filled, Circular Cylindrical Pipes, part Il Experimental”, también le fue otorgada la “Medalla Duggan”, que
es la més alta distincién otorgada por la CSME (en la Universidad de Toronto, Canada, 1990) por el articulo “On the
Natural Frequencies of Thin Simply Supported Cylindrical Shells.


http://dx.doi.org/10.22201/fi.25940732e.2003.04n2.007



