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Resumen

A diferencia del producto interno entre vectores que se define sin problemas como una
operacion binaria para vectores en n dimensiones, el producto vecto rial o producto cruz
normalmente se define solamente para vectores tridimensionales. Si en vez de insistir en
que el producto vecto rial es una operacion binaria, se reconoce que resulta mas benéfico
considerarla como una operaciéon (n - 1)-aria, donde n es la dimension del espacio, (en
tres dimensiones como n-1 = 2, no hay diferencia entre binaria y (n — 1)-aria). La
generalizacion del producto vecto rial a cualquier nimero de dimensiones a partirde n=1,
procede facilmente y con aplicaciones utiles. En este articulo se define un producto vecto-
rial entre n—1 vectores n-dimensionales. Se dan dos aplicaciones con ejemplos ilustrativos
de dicha definicion: al célculo de volimenes de paralelepipedos y simplejos
n-dimensionales que son las generalizaciones a n dimensiones del paralelogramo y
paralelelpipedo y del triangulo y tetraedro, asi como a la solucién de ecuaciones lineales
simultdneas. Los desarrollos se basan en las propiedades de los determinantes.

Descriptores: producto vectorial, producto cruz, n-dimensional, hiperarea, hipervolumen,
simplejo.

Abstract

Contrasting with the in ner prod uct be tween vectors whichis de fined with out problems as a
bi nary op er ation in n di men sions, the vec tor or cross prod uct is nor mally de fined only for
three-dimensional vec tors. If in stead of in sisting that the cross prod uct isabinary op era
tionitisrec ognized thatitis more use fulto conssideritas an (n—1)-ary op eration, where n
is the di men sion of the space, (in three di men sions, since n—1 =2, there is no dif fer ence
be tween binary and (n—1)-ary op er ations.) With this pro vi sion, the gen er al iza tion ofthe
cross prod uct to any num ber of di men sions from one on, pro ceeds very nat u rally and has
use ful ap plications. In this ar ti cle we de fine a cross prod uct be tween n— 1 n-dimensional
vectors. Twoapplicationsare givenwithillustrative exam plestothe calculation of volumes
of n-dimensional par allel epi peds and simplices, which are the gen eralizations to ndimen
sions of the par al lel o gram and parallelepiped and the tri an gle and tet ra he dron and to the
solutionof setsof simultaneouslinearequations. The develop mentsare based ofthe prop-
ertiesofdeter minants.

Keywords: vec tor prod uct, cross-product, n-dimensional, hyperarea, hypervolume,
simplex.
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Introducciéon

La geometria plana y tridimensional eucli-
deana se ha generalizado para admitir
versiones en n dimensiones. Dado que
nuestra intuicion reconoce solamente 3
dimensiones, para manejar la geometria
n-dimesional es necesario hacerlo anali-
ticamente. La principal herramienta para
realizarlo es la teoria de vectores, aunque
también juegan un papel importante la
geometria analitica en n dimensiones y el

algebra lineal (Aleksandrov et al., 1963 y
Smirnov, 1970). Existe una rica y util teoria

de vectores en n dimensiones que es una
extensioén por analogia de conceptos tridi-
mensionales. A continuacién, con el pro-
poésito de comenzar a tratar el tema sin tener
que introducir con toda precision y completez
la teoria de vectores n-dimensionales, se
eshoza de una manera informal y sim-
plificada los principales conceptos, refiriendo
al lector a algun libro como (Birkhoff y Mac
Lane 1965) para detalles y tratamientos méas
rigurosos.

Aunque no se pueda representar en
términos geométricos convencionales para

n>3, se postula como sistema de referencia
un conjunto de n ejes ortogonales entre si

que parten desde un punto especial llamado
origen, al cual denotaremos con O vy
postulamos n vectores unitarios (con longitud
1) orientados en la direccidn positiva de cada
uno de los ejes. A estos vectores unitarios les
llamaremosii, |, k, . .. ,l. Elegido un sistema
de referencia (origen y n ejes orientados
ortogonales entre si con sus n vectores
unitarios), cualquier punto X del espacio
gqueda determinado por n coordenadas (xi,
X2, ..., Xn) cuyo significado es que el punto X
corresponde con la punta de un vector

n-dimesional X que arranca del origen y
gueda expresado de una manera Unica por la
siguiente expresién

X=xi+X%j+xk+...+x,1

La suma de vectores n-dimensionales es
unaextension de lafamiliar Ley del Poligono,
en la cual se colocan los sumandos des-
plazando las flechas paralelas a si mismas
(sin cambiar direccion o sentido), de tal
manera que el primer sumando apoya la cola
del vector en el origen, el segundo sumando
apoya su cola en la punta del primer

sumando, . . ., el i-€simo sumando apoya su
cola en la punta del (i-1)-ésimo sumando, . .,

el n-ésimo sumando apoya su cola en la
punta del (n—1)-ésimo sumando. El resultado
de lasumaes el vec tor que va del origen ala
punta del n-ésimo sumando. Para tres
dimensiones, la figura 1 ilustra el proceso.

Para n dimensiones (n>3) a falta de una
interpretacion geométrica se define la suma
u +v delosvectores u= (U, Uz ...,Uy) Yy V
= (v1, V2, . . ., W) de la siguiente manera (la
definicion es valida también para vectores en

espacios con n£3 dimensiones)

u+v=(u+Vvy,Uy+Vy...,U + V)

Esta definiciébn coincide con la inter-
pretacion geométrica para n£3.

Para que el proceso quede bien definido
es necesario decir que se entiende por el
producto de un escalar como x; por un vec-
tor comoi en la expresion de X. (Aunque en
tratamientos mas completos el conjunto de
escalares puede ser cualquier campo, aqui,
solamente consideraremos escalares que
son numeros reales). Si el escalar es
positivo, el resultado es otro vector con la
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u=i+2j+k,v=i+j+2k,w=i
+j+ 3k

u+v+w=3i +4j +6k

>X2

Figura

misma orientacidon y sentido que el vector
original, peroconunalongitud x; veces mas
larga (o mas corta si el niUmero es menor que
1) . Si el escalar es negativo el resultado es el
mismo pero con el sentido invertido. Cuando
el escalar es cero el producto da como
resultado el vec tor cero representado con 0,
que es un vector con cero longitud y se
representa con un punto en el origen,
ademas de tener la propiedad de que al
sumarle el vec tor cero a cualquier otro vec tor
el resultado es el mismo vector.
Analiticamente podemos definir la mul-

tiplicaciéon del escalara por el vector X = (xz,
Xa, ...,Xpn)comoelvector a X = (axy,axy, ..

.,aXn). El producto de un escalar por un vec-
tor esté cerrado en el espacio vectorialy por
definicién es lo mismoav que va, es decir, el
producto de un escalar por un vector es
conmutativo por definicion. También es ne-
cesario decir qué se entiende por la longitud
de un vector, ya que hemos hablado de
vectores unitarios y de cédmo en el producto

entre un escalar positivo y un vector, el vec -
tor se alarga o se acorta.

La longitud o magnitudde unvectorX que
normalmente se denota con | X | es por
definicién,

IX| =%, +%+.4x]

En la expresién anterior se toma el valor
positivo de la raiz cuadrada.

Aunque ya se mencion6 que los ejes son
ortogonales entre si, y por lo tanto los
vectores unitarios también, completamos la
definicibn de ortogonalidad definiendo el
producto interno entre dos vectores x = (xa,
X2, -, Xn)Y Y=(Y1, Y2, . . ., ¥Yn). El producto
interno entre dos vectores X, y €s un numero
(técnicamente se llama un escalar) que

representamos con X.y cuyo valor esta dado
por

X.Yy=XVYi1t Xoy2+t ...+ XnV¥n
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Cuando el producto interno entre dos
vectores vale cero, decimos que los vectores
son ortogonales. Por lo tanto, debido a que
los vectores unitarios estan sobre ejes
ortogonales entre siy ordenados i, j, k, ..., |
setienei=(1,0,0,...,0),j=(0,1,0,...,0),
...,1=(0,0,...,1) porloque

ii=j.j=...=l.0=1 i.j=j.i=i.k=k.i=
...=h.l1=1.h=0

es decir, el producto interno (también
llamado producto punto o producto escalar)
entre cualquier par de vectores unitarios

diferentes de un sistema de ejes ortogonales
es el escalar cero, mientras que el producto

escalar consigo mismo es la unidad.
La operacion de suma de dos vectores da
como resultado un vec tor y esta cerrada en el

espacio vectorial (es decir, cualquier par de
vectores se pueden sumar sin salirse del

espacio vec torial). La suma de vectores tiene
varias de las mismas propiedades que la

suma de numeros entre las que estan la
conmutativa y asociativa. Con respecto a la

multiplicacién entre escalares y vectores, la
suma de vectores cumple la ley distributiva y
la suma de escalares también distribuye con
respecto a los vectores, es decir,

a(lu+vy=au+ av
(a+ b)u=au +bu

Para el producto escalar y la suma vecto-
rial también se cumple la ley distibutiva, es
decir,

u.(v+w)=u.v+u.w

La longitud de un vector v también se
puede expresar por la formula

Iv]=(v.v)*

y la distancia entre los puntosP = (p1, p2, . . .,

Pr)Y Q=1(d1, G2, . . ., Q) esta dada (como
postulado) por

d(P.Q) = [(P1-0a)"+ (- )"+ ...+ (pn )]~

Reconocemos en la Gltima expresion una
generalizacion a n dimensiones del Teorema
de Pitdgoras para triAngulos rectangulos. En

la féormula anterior siempre se toma la raiz
cuadrada positiva. También se puede definir

el coseno del angulo entre dos vectores en
un espacio n-dimesional como sigue:

cosq=u.v/ |u|v

Apoyo en laintuicion de espacios
n-dimensionales

Aunque nuestra experiencia e intuicion
corresponden a tres dimensiones, podemos
ayudarla en mas dimensiones, considerando
por ejemplo, la cuarta dimension (Davis y
Hersh, 1981). Una linea recta se forma des-

plazando (y pintando el espacio al despla-
zarse) un punto en cualquier direccién. Un

paralelogramo se forma desplazando una linea
(y pintando con la linea el espacio al
desplazarse) en una direccion diferente de la
direccion de la linea. Un paralelepipedo se
forma desplazando un paralelogramo en una
direccion diferente al plano en el que estad y
pintando el espacio al desplazarse. Un pa-
ralelepipedo en cuatro dimensiones se forma

desplazando un paralelepipedo en tres di-
mensiones en una direccion diferente a las tres

en las que esta el paralelepipedo que se
desplaza. Imagindndonos lo anterior, los 8
vértices del paralelepipedo en tres dimen-
siones, generan 8 aristas adicionales a las que
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tienen los paralelepipedos en sus posiciones
inicial (antes de iniciar el desplazamiento) y
final (al terminar el desplazamiento). De
acuerdo con esto, un paralelepipedo en cuatro
dimensiones tendrq 12 2 + 8 = 32 aristas.
Tendra 8 2=16 vértices. Sus caras tridimen-
sionales (que son los paralelepipedos tri-
dimensionales generados por las caras

bidimensionales del paralelepipedo en tres
dimensiones al desplazarse en una direccion

gue no esta en las tres dimensiones del cuerpo
deplazado). Cada cara bidimensional genera
una nueva cara tridimensionalalasqueseles
afiaden el paralelepipedo inicial y final. Por lo
tanto, el paralelepipedo en cuatro dimensiones
tiene 6+2=8 caras tridimensionales. Cada
arista genera con el movimiento una cara
bidimensional (un paralelogramo) mas las
caras de los paralelepipedos inicial y final, por
lo tanto, el cuerpo tetradimensional tiene 12+
12=24 caras bidimensionales. (Las aristas
mencionadas arriba, serian caras unidimen-
sionales y los vértices caras cerodimen-
sionales). No obstante, nuestra limitacion a

igura 2a

tres dimensiones, se pudo deducir varias
cosas de un cuerpo tetradimensional. Para
mejor visualizacion, en vez de paralelogramos
se puede pensar en cuadrados y contar

elementos de un cubo tetradimensional. La
figura 2a muestra un cubo tetradimensional

proyectado sobre tres dimensiones y pos-
teriormente dibujado por medio de una pro-
yeccion sobre un plano bidimensional. La
figura 2b muestra un simplejo tetradimensional
en iguales circunstancias.

Otro cuerpo tetradimensional que nos
interesa estudiar es el simplejo tetradimen-
sional. Este cuerpo es la generalizacién del
segmento de recta, triangulo y tetraedro.
Comenzamos con un punto para formar un
simplejo cero dimensional. A continuacion
introducimos un segundo punto diferente del
primero. El segmento de recta que une los
dos puntos, constituye un simplejo unidi-
mensional. A continuacién escogemos un
tercer punto que no esté en linea recta con
los primeros dos puntos. Se forma un

Figura 2b.
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triangulo que es el conjunto de todos los
puntos en las lineas rectas que unen los
puntos del simplejo unidimensional con el
nuevo punto. A continuacién escogemos un

cuarto punto que no esté en el mismo plano
gue el triangulo. El tetraedro es el conjunto

de todos los puntos de las rectas que unen el
nuevo punto con todos los puntos del
triangulo. Finalmente, escogemos un quinto
punto que no esté en el espacio tri di men sion
al en el que esta el tetraedro. El simplejo
tetradimensional es el conjunto de puntos en
las rectas que unen el nuevo punto con todos
los puntos del tetraedro. Siguiendo el
proceso se definen simplejos de mas
dimensiones Dubrovin et al (1987) ¢ Cuantos
vértices, aristas y caras tienen un tetraedro y
un simplejo tetradimensional? Bueno, en
cuanto a vértices siempre tienen uno mas
gue el numero de dimensiones. Por lo tanto,
el tetraedro tiene 4 vértices y el simplejo
tetradimensional tiene 5. En cuanto a aristas,
el tetraedro tiene 6 aristas, 3 del triangulo
base y una mas por cada una de las lineas
que van del nuevo punto a cada uno de los
vértices del triAngulo base. El simplejo te-
tradimensional tiene 6 aristas del tetraedro
base y 4 mas que van del huevo punto a cada
uno de los 4 vértices del tetraedro. En cuanto
a caras bidimensionales, el tetraedro tiene 4
caras (de ahi sunombre). El simplejo tetradi-
mensional tiene las mismas del tetraedro
mas una cara por cada arista del tetraedro

base que al unir sus dos extremos con el
quinto punto forma un triangulo adicional, por

lo que el simplejo tetradimensional tiene 10
caras triangulares (bidimensionales).

También el simplejo tetradimensional
tiene caras tridimensionales que son tetrae-

dros; comenzamos por el tetraedro base y

luego sobre cada una de 4 las caras
triangulares de este tetraedro base se apoya
otro tetraedro que tiene como cuspide el
quinto punto del simplejo. Entonces existen 5

caras tetraédricas de tres dimensiones que
“envuelven” al simplejo tetradimensional. Lo

anterior se ilustra en la figura 2b. Las figuras
2a y 2b son del tipo de alambre, porque se
pretende dibujar solamente las aristas sin
intentar hacer opacas las caras bidimen-
sional que taparian unas a otras. En cuerpos
como los simplejos, en los cuales se
conectan todos los vértices, la cuenta del
namero de “caras” de diferentes dimensiones
se puede lograr usando calculo combi-
natérico. Se comienza con el numero de
vértices que es n+1 (uno mas que el nimero
de dimensiones n). El namero de aristas es

entonces el nimero de combinaciones de
n+1 objetos tomados de 2 en dos. Es decir,

n+1_aa+19_M_il_ . _
<. _g 2 5 m-2)2 12—10 (utilizando n =4)

El nimero de caras triangulares es el
nimero de combinaciones de n+ 1 objetos
tomados de 3 en 3.

et =243 .60 44
123 6
El nimero de caras tetraedrales es el
nimero de combinaciones de n +1 objetos
tomados de 4 en 4.

cne1 25432120 ¢

1234 24

En este articulo también interesa calcular el
volumen de paralelepipedos y simplejos de
diversos nimeros de dimensiones. El célculo
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del volumen de un paralelepipedo, co-
menzando con un paralelogramo que es la
instancia de este cuerpo en dos dimensiones,
se hace calculando la medida de la base (en
caso de gue la base sea una linea recta, su
longitud; si es bidimensional, su éarea; si tridi
mensional, su volumen, y en casos de mayor
dimension, su hipervolumen) y multiplicando la
medida de la base por la distancia entre la
base y la “cara” paralela a la misma. La “cara”
para un paralelogramo, es un segmento de
recta; para una base plana, un paralelogramo;
para una base tridimensional un para-
lelepipedo; etc. En el caso de un simplejo
también se calcula la medida de la base y se
multiplica por la altura (distancia entre la
cuspide y la base) y adicionalmente se divide
entre el nimero de dimensiones (para un
triangulo se di vide entre 2, para un tetraedro se
divide entre 3; para un simplejo de 4
dimensiones se divide entre 4, etc). Si se
acumulan los factores entre los que hay que
dividir, el volumen de un paralelepipedo n-di-
mensional esn! veces mayor que el volumen
de un simplejo de igual dimensién generado
por los mismos n+1 vectores n-dimensionales.
Noétese que el proceso es recursivo, pues para
calcular la medida de la base de un para-
lelpipedo o de un simplejo ndimensional se
puede utilizar la expresién para el célculo de la
medida de un cuerpo (n—1)-dimen sional.

El producto cruz o producto
vectorial en tres dimensiones

Para tres dimensiones el producto vectorial o
producto cruz u v de los vectores u = (uy,
Uy, U3) YV=(Vy V2, V3) sedefinedelasiguiente
manera (Thomas, 1960):

“Seaqg el angulo entre los vectoresu y v
no colineales, donde O0£q£p, los vectores u

y Vv determinan un plano cuando ambos
parten del origen; sea n un vector unitario
perpendicularalplanode u y v y apuntando
en el sentido en el que avanzaria un tornillo
de rosca derecha cuando se gira un angulo
gEp que sobreponga el vector u sobre el
vector v, entonces el producto cruz o pro-
ductovectorial u”v esta dado por

u’v=n u||v|senq

Si se utilizan las componentes cartesianas

de u y v se puede demostrar que
formalmente

i j k Ju u wu

1 2 3
u v=u, U, Uy =NV, V, Vgf=
1 Vo Vo i j ok

(u2v3— v2u3)i - (ulv3 - vlug)j +(u,v, - vu,)k

donde i, j, k, son los vectores unitarios en la
direccion de los 3 ejes cartesianos en un
sistema derecho, es decir, que los ejes estan
orientados de manera que para una mano
derecha el pulgar se puede hacer coincidir
con i, el indice con j y el anular con K,
(Thomas, 1960). De los dos determinantes
en la ultima ecuacion vamos a preferir el
segundo, debido a que para tres dimensiones
ambos son equivalentes, para un niumero par
de dimensiones nos ahorraremos un factor
igual a — 1 elevado a una potencia que
cambia con el numero de dimensiones. La
definicibn con el segundo determinante
asegura que para cualquier n, el producto
cruz de los primeros n-1 vectores unitarios
produce el ultimo vec tor unitario, por lo tanto,
el juego de vectores unitarios tiene una
orientacion “derecha.” El producto vectorial
en tres dimensiones no es conmutativo (de
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hecho es anticonmutativo) pues cuando se
invierte el orden de los factores se invierte el
sentido del vector resultante, pues en el de-
ter- minante se intercambian dos filas.

También resulta que si los dos vectores u yv
son colineales (y por lo tanto proporcionales

en sus componentes) su producto cruz es el
vector cero. Una interpretacion geomeétrica
del producto cruz entre dos vectores tridi-
mensionales es que la magnitud del vector
resultante es igual al &rea del paralelogramo
determinado por los dos vectores como se
ilustra en la figura 3. Por las propiedades de
los determinantes, el producto cruz obedece
la Ley Distributiva con respecto a la suma
(tanto vec to rial como escalar).

Son muy pocos los libros sobre vectores
n-dimensionales que mencionan el producto
cruz (Lang, 1966 y Xambd, 1997) y los que lo
estudian se limitan a tratar espacios de tres
dimensiones (Hague, 1951 y Hoffmann, 1966).

Productos mixtos y volumenes de
paralelepipedos en tres y mas
dimensiones

En vista de que el productocruz u ~ v de dos
vectores u, v entres dimensiones es un vec-

tor tridimensional, se puede concebir hacer
un producto escalar o producto punto del
productovectorialu” v con un tercer vector
w para obtenerunescalar(u” v). w. En vista
deque i.i=j.j=k.k=1;i.j=i.k=j.k=0
si calculamos el producto mixto (u” v). w se
obtiene

) éu, u U u u, Uu,lu
(u vyxw=g4 > - j ek g
gVvy V; Vi Vs Vi Va(
x(iwg + jw, +kw;)
u, u u u, u
:Wl 2 3 _ Wztl 3 +W3 1 2 (*)
VZ V3 1 V3 Vl V2

Area=|u’” v]|

Figura 3
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La ultima expresion es el desarrollo por
menores de la primera fila de un deter-
minante cuyas filas son los componentes de
los tres vectores, es decir,

ul u2 u3
(U v)xw=fv, Vv, Vj
W, W

1 2 3

SU VW U VW + UV W - UV W - UV W - ULV W

de donde, por las propiedades de los
determinantes, se ve claramente que los tres
vectores juegan un papel simétrico en el
producto mixto, por lo que es lo mismo
escribir (u” v) . w que escribir (w” u) . vque
escribir u . (v = w) donde hemos intercam-
biado la cruz y el punto, asi como el cambio
de posicion de los paréntesis. Notese que en
vista de que la expresién (u.v) ~ w notiene
sentido, puesto que se quiere hacer un
producto cruz entre un escalar y un vector,

operacion que no estad definida, algunos
autores prescinden de los paréntesis y

N=u"

Proyescion
sobr e

N de W h

escriben para el producto mixto (u " v) .w =
[u, v, w] = w, u, V] = [v, w, u]. Nétense las
permutaciones ciclicas de los vectores entre
corchetes. Se debe tener cuidado en no
alterar el orden de los factores porque cada
intercambio entre dos filas de un deter-

minante cambia el signo del mismo (sin
cambiar su valor absoluto). Una inter-

pretacion geométrica del producto mixto es
gue su valor absoluto es igual al volumen del
paralelepipedo determinado por los tres
vectores que intervienen como se ilustra en
la figura 4. (Thomas, 1960).

El vector (u”v) tiene como magnitud el
area del paralelogramo determinado por los
vectores u y v. Dichovectoresortogonalal

plano del paralelogramo y al ser multiplicado
con punto por el vectorw el resultado es un

escalar, cuyo valor es la distancia entre los
paralelogramos marcados A y B en la figura
4, multiplicada por el area del paralelogramo
B que estd fungiendo como base de un
prisma. El valor absoluto del resultado es
igual al volumen del paralelepipedo.

V (ortogonal alosplanos de Ay B)

|(u” v).w| =N |w| cos g

Figura 4
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Sobre el producto cruz en espacios vectoriales n-dimensional es

En vista de la férmula determinantal para el
producto mixto, se tiene que el voliumen del
paralelepipedo es igual al valor absoluto de
un determinante

1 u2 u3 0
\Y, =abs;g V, V, Vg|+
8Wl W, Ws 5

En un espacio de 4 dimensiones, cuatro
vectores linealmente independientes deter-
minan un paralelepipedo 4-dimensional. Su
volumen se define como el valor absoluto de
un determinante

Para paralelepipedos de n dimensiones
determinados por n vectores linealmente
independientes, el volumen se define por
medio del valor absoluto de un determinante
n "~ n en el que aparecen como filas las
componentes de los vectores que determinan
al paralelepipedo. En vista de que el
determinante de una matriz es igual al

determinante de su transpuesta, algunos
autores ponen las componentes de los

vectores que determinan un paralelepipedo
en n dimensiones como columnas de la
matriz en vez de filas.

Definicién de un producto vectorial
en n dimensiones paran >3

Una de las dificultades que se han

encontrado para definir el producto vectorial
de dos vectores en cuatro dimensiones ha

sido la insistencia en considerar solamente
dos vectores. EI mismo problema se tiene
para definir el producto vectorial de dos
vectores en el plano @ dimensiones). Si se

usa la condicién de que el producto sea
ortogonal a los factores, en dos dimensiones

no existe una direccién ortogonal a dos
vectores no colineales. En cuatro dimen-
siones existe una infinidad (que genera una
variedad lineal de dos dimensiones) de
vectores ortogonales a los dos factores. Las
dificultades desaparecen cuando uno se
percata que la generalizacion del producto
vectorial se vuelve muy natural cuando en
vez de insistir en usar dos factores se utilizan
n—1 factores para espacios n-dimensionales.
La generalizaciénes directa por analogia, si
en tres dimensiones el producto vectorial de
n—1=2 vectores es

1 2 3
u" v=y;, Vv, Vg
i ] Kk

entonces en n=4 dimensiones la definicion
del producto de n-1=3 vectores es

u2 u3 4
U’V Vo V3 Vyu
W2 W3 4
i ko
donde i, j, k, | son cuatro vectores unitarios

ortogonales entre si que constituyen una
base en el espacio de cuatro dimensiones, en
términos de los cuales estan dadas las cuatro
componentes de los tres vectores.

Esta definicién pro duce un vec tor tetradimen-
sional, el cual tiene varias propiedades que le
dan utilidad para ciertas aplicaciones:
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1. EIl vector resultante es ortogonal a
los tres vectores fac toru, v, w y por lo tanto,
al hiperplano, en el cual yacen los tres
vectores.

2. Si se hace el producto punto con un
cuarto vec tor, el valor absoluto del resultado

es el volumen del paralelepipedo tetradi men-
sional determinado por los cuatro vectores.

3. Una consecuencia del punto ante-
rior es que se puede interpretar el producto
vectorial de los tres vectores como un vector
cuya magnitud es igual al hiperarea (o
volumen) del paralelepipedo en tres di-
mensiones, determinado por los tres vec-
tores u,v, w.

4. El producto vectorial
una funcion multilinear de las componentes
de los factores y por lo tanto, por las
propiedades de los determinantes, satisface
la Ley Distributiva con respecto a la suma de

uvw es

escalares y la suma vectorial. Debido a esto
se puede escribir el producto vectorialu” v- w
de la siguiente manera

Ui+ upj+usk+Ugl)” (vii+ Vv, +vsk+vgl)
Wei +woj+wg k+wyl).

Al distribuir el producto vectorial sobre las
sumas se obtienen trios de vectores unitarios
multiplicados por escalares. Los trios se
pueden reducir a un vec tor unitario aplicando

la definicion determinantal y el hecho de que
los vectores unitarios tienen las com-

ponentes:

i=(1,0,0,0),j=(0,1,0,0),k=(0,0,1,0), I =
(0,0,0,1)

NOTA: Si los vectores u, v, w, y el cuarto
vector son linealmente dependientes, el
paralelepipedo en cuatro dimensiones ya-

cerd completamente en un hiperplano, plano
o linea de menos de cuatro dimensiones y
tendré cero volumen. Si los vectores u, v, w,
son linealmente dependientes, el para-

lelepipedo en tres dimensiones que deter-
minan yacerd completamente en un plano o

una linea y tendra cero volumen.

En ese caso, el vector resultante del
producto cruz sera el vector cero que se
puede considerar ortogonal a cualquier
vector.

Para demostrar que el vector resultante
del producto vectorial u"v"w es ortogonal a
sus tres factores, supongamos que u, Vv, w
son linealmente independientes y consi-
deremos el producto punto de cada uno de
los vectores por el productovectorialu” v™ w.
Si llamamos al determinante D (que es un
vec tor debido a los vectores unitariosi, j, k, I)
y éste se expande por menores de la Ultima
fila, lamando a dichos menores D1, D2, Ds,
D4, (que son escalares) se obtiene

D= (—1)n+1(i Di1—jD, +kD3—1Dy)

Si ahora se hace el producto punto de D
con cualquiera de los vectores u, v, w se
obtiene un determinante que es igual a D,
pero en el cual se sustituye la Gltima fila por
elvectoru, v ow segun sea el caso. Como el
determinante asi formado tiene dos filas
iguales, su valor es cero, lo cual establece
gue el producto punto del determinante
D=u"v’'w porcualquiera de los tres vectores
u, v, w es nulo y por tanto uv'w es

ortogonal simultaneamente a los tres vec-
tores u,v,w. Elcasoenqueu, v, w no sean

linealmente independientes esta tratado en
laNOTAanterior.
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De manera anéloga al desarrollo que se
realizé antes para la ecuacion (*), el producto
punto de un cuarto vector z por el producto
vectorial u”v’'w resulta en el determinante
cuyas filas son los componentes de los
cuatro vectores, los cuales determinan un pa-

ralelepipedo en cuatro dimensiones. El valor
absoluto de dicho determinante es (por

definicion) igual al volimen del parale-
lepipedo, por lo cual u” v’ w es un vector
cuya magnitud es igual al voliumen del
paralelepipedo determinado por los tres
vectores u, v, w (de forma analoga a como
u v es el area del paralelogramo deter-
minado por los vectores u, v, y que al
multiplicarlo con punto por un tercer vector
w, el valor absoluto del resultado es igual al
volumen del paralelepipedo en 3 dimen-
siones, determinado por los vectores u, v,
w). Si los vectores u, v, w son linealmente
dependientes, el productou” v w es el vector
cero, ya que se estaria calculando el
volumen de un paralelepipedo que yace
totalmente en un plano bidimensional o en
una linea. (Estamos excluyendo en todas las
discusiones el caso trivial en que alguno de
los tres factoresu, v, w sean el vec tor cero).
La extensién de las anteriores definiciones
para encontrar el producto cruz entre n-1
vectores en un espacio n dimensional, es
directa. Llamemos alos n—1 vectores a, b, ..
., d, cuyas componentes, usando como base
vectores i, j, k, . . . , |, mutuamente
ortogonales, unitarios, sobre y en el sentido de
los n ejes cartesianos, son respectivamente

(al,az,...,an), (bl,bz,...,bn), ...,(dl,dz,...,
dh)

entonces el productocruza” b” ... d” esta
dado por

al a2 a3 an

b b, b, ... by| -
a’ b.’d= n-1

d d, ds da|

i j k I

La definicion dada tiene las mismas
propiedades del producto cruz definido para
3 y 4 dimensiones. La demostracion y
discusién se extienden sin problema y las
omitimos, ya que es muy parecida a la que
aparece en la literatura para tres di-
mensiones (Kaplan, 1952); (Sokolnikoff,
1958); (Thomas, 1960) y (Hildebrand, 1962),
que el producto vectorial de n — 1 vectores
en un espacio n dimensional es distributiva
con respecto a la suma escalar y la suma
vec to rial. En cuanto a la ley conmutativa y la
asociativa, ya nhuestra experiencia en 3
dimensiones nos in dica que no se cumplen. A
este respecto, es preferible considerar al
producto vec to rial como una funciénden — 1
variables que estdan ordenadas. Las
permutaciones de dichas vari ables le pueden
cambiar el signo a la funcién.

llustraciones numéricas de las
aplicaciones del producto cruz entre
n—1 vectores en un espacio n
dimensional

Ante todo, conviene sefialar que para el caso
de 3 dimensiones el producto de n-1 vec-
tores coincide totalmente con el producto
cruz ordinario del algebra vectorial que se
utiliza en la fisica e ingenieria. Para 2
dimensiones se utilizaria un solo factor y €l
resultado del producto vectorial con un solo
factor es un vector ortogonal a dicho factor.
Si el factores un vector bidimensional que
tiene coordenadas x,;, y; con respecto a un
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par de ejes coordenados cartesianos
entonces el producto cruz de dicho vec tor es

XY . .
i j—'y1|+X1]

el cual es claramente ortogonal al vector ori-
ginal (Figura 5) ya que el producto punto de
los dos vectores es cero: —x1y1+X1 y1=0. Si
introducimos un segundo vector (X y2) ho
colineal con (x1,y1) los dos vectores (X1, Y1)
y (X2,¥2 determinan un paralelogramo como
se muestra en la figura 5. El “volumen” (area
por el nimero de dimensiones) del para-
lelogramo, esta dado por el valor absoluto del

producto punto entre el producto cruz del

primer vector y el segundo vector, es decir
YA(-y1, X1) . (X2, y2)¥%2=Y2X, Y, — X, Y %2

Dicho “volumen” también se puede calcular
por medio del determinante

Xl yl

abs%<
2 y2
logrando el mismo resultado. Los resultados
se pueden verificar geométricamente res-
tandole al area del rectangulo OEAD los

trapecios y triangulos que no forman parte
del paralelogramo OCAB de la figura 6.

N

u
L]:|X1Y2 - X2Y1|
u

A
(X1, Y1)
Y1
- , X
- Y1, X1) X
J
g >
- yl | X1
Figura 5
A
yitye
y 1,
| )
y2 Xz, 2?3
E
(@] X1 X2 >
Figura 6
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Ya vimos que el producto cruz de n-1
vectores en un espacio n-di men sional es (til
para calcular el volumen de un parale-
lepipedo de n dimensiones, determinado por

los n—1vectores factor y un enésimo vector,
asi también que el resultado es un escalar

dado por el producto mixto del producto vec-
torial de los primeros n—1 vec- tores por el
enésimo vector y es igual a un determinante
de orden n cuyas filas (o columnas, ya que el
determinante de la matriz transpuesta es
igual) son las componentes de los vectores
con respecto a una base ortonormal
cualquiera. El producto vectorial entre los
primeros n-1 vectores sirve también para
calcular el hiperarea (en el caso de 3
dimensiones, el area) del hiperparalelogramo
en n-1 dimensiones (en el caso de 3
dimensiones, el paralelogramo) determinado

por los n—1 vectores. El hipearea esta dada
como un vec tor n-dimen sional cuya magnitud

(o longitud) es la medida del hiperarea y cuya
direccién es ortogonal al hiperplano en el que
yace el hiperparalelogramo (en el caso

tridimen sional, el plano y paralelogramo) de -
ter- minado por los primeros n—1 vectores.
De lo anterior, es facil pasar a resolver
problemas de volimenes de triangulos,

tetraedros y sus extensiones a mas
dimensiones (simplejos), lo cual se ilustrara

con un ejemplo numérico.

Consideremos un ejemplo numérico muy
simple en cuatro dimensiones. Por su
simplicidad nos ahorraremos trabajo numé-
rico; para otros casos, los conceptos son
igual de simples y s6lo se complica el trabajo
numeérico.

Construiremos un simplejo de cuatro di-
mensiones apoyando nuestra construcciéon

sobre un tetraedro trirrectangulo en tres
dimensiones. Sea un tetraedro trirrectangulo
formado por la esquina de un prisma recto
rectangular cuyo vértice trirrectdngulo esta
en el origen O de un sistema cartesiano y
cuyo plano oblicuo opuesto al vértice en el
origen es el triangulo ABC que se muestra en
la figura 7.

c )0.0. 4)

Figura 7
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Sobre cada eje hay un vector unitario (no se
dibujan para no complicar la figura) y los
vértices A, By C son las puntas de las flechas
(no dibujadas) de tres vectores cuyas

componentes con respecto a la base dada
por los vectores unitarios son los trios de

ndmeros junto a dichos vértices. En vista de
que el tetraedro trirrectdngulo OABC es un
prisma triangular, podemos calcular su
volumen usando la formula V = bh/3, donde
b es el area de la base, para lo cual
tomaremos el triangulo OAB, aqui h es la
altura de la pirAmide gque en nuestro caso es
4. El area de la base vale 2°3/2 = 3. Porlo
tanto, el volumen del tetraedroes 3" 4/3=4.

Ahora incursionamos en la cuarta
direccién, agregando un cuarto vector
ortogonal a los otros 3 sobre un eje z (No
dibujado en la figura 5). El cuarto vec tor tiene
una longitud 4 y tiene su punta en el punto
con coordenadas (0, 0, 0, 4). Los cuatro
vectores tetradimensionales que generan el
simplejo son entonces: (2, 0, 0, 0), (0, 3, 0, 0),
(0,0,4,0)y(0,0,0,4). Unsimplejo en cuatro
dimensiones tiene un hipervolumen de la
cuarta parte del prisma con base tetraedral
con igual altura (Xambd, 1997). Esto es una
extensién del hecho de que un triangulo tiene
la mitad del &rea del correspondiente
paralelogramo generado por el mismo par de
vectores bidimensional y un tetraedro tiene la
tercera parte del volumen de un prisma tri an-
gu lar generado por el mismo trio de vectores

tridimensionales. Otra manera de calcular el
hipervolumen de un simplejo en n dimen-

siones es calcular el hiperarea de la base
(que estd en un hiperplano) y que esta
determinada por n vértices del simplejo y
multiplicarla por (1/n) de la distancia entre el
vértice n + 1 vy el hiperplano de la base.
Dicha distancia se mide sobre una linea

ortogonal al hiperplano de la base. EIl
hipervolumen del simplejo del ejemplo es
igual al hiperarea del tetraedro que se usoé
como base (el tetraedro cuyo volumen

calculamos anteriormente) multiplicado por
una cuarta parte de la altura del simplejo con

respecto a la base. Dicha altura medida
sobre una linea perpendicular al hiperplano
del tetraedro, (el hiperplano w — x —y) que
pase por el punto D es la distancia sobre el
eje z entre D y el origen, la cual vale 4. El
hipervolumen del simplejo es por lo tanto,
4" 4)/4=4.

Revisemos nuestros calculos usando
productos cruz. Si estuviéramos calculando

el volumen de un paralelepipedo en cuatro
dimensiones, el volumen estaria dado por el
valor del siguiente determinante

o OO N
o O w O
o N O O
AN O O O

Como de lo que se trata es de un simplejo
en 4 dimensiones, hay que dividir entre

41=2"3"4 =24. (El dividendo4! Proviene
de que el tridngulo introduce un factor de %,
el tetraedro un fac tor de 1/3 y el simplejo un
factor de Ya. En un simplejo de n dimen-
siones, generalmente hay que usar un factor
de 1/n! El volumen del simplejo es entonces
96 / 24 = 4, que es el resultado obtenido an-
teriormente. Este resultado lo obtuvimos
calculando

(@bc.d

el cual es igual al determinante. Si deseamos
obtener el hipearea del tetraedro que se usoé
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como base para el simplejo, entonces
debemos calcular el producto cruz de los tres
vectores que lo generan y multiplicarlo por
1/3!. Esto nos da

1/ 31)

OO N
o w O
~ b~ O O

El hiperarea del tetraedro es entonces 4 |.
La magnitud 4 de este vec tor es el hiperarea
del tetraedro, valor que coincide con el
calculado por otros medios. El vector es
ortogonal al hiperplano en el que esta el
tetraedro, el cual estd generado por los
vectores i, j, k y tiene como ecuacién
paramétrica rii +r j +rz3k, donde rq, r, yrs
son numeros reales cualesquiera. Al
multiplicar con punto esta expresion por el
vector4 | obtenemos el vec tor cero, todavez
que i .l =j.1=k .1 =0 con lo que
verificamos que el vector4 | efectivamente
es ortogonal al hiperplano en el cual esta el
tetraedro.

Otra de las aplicaciones del producto vec-
torialde n—1vectores en un espacion-dimen-
sional es a la solucion de ecuaciones lineales
simultaneas. Supdngase que se tiene la
ecuacion matricial

la cual se puede escribir separando: las
columnas A; A, , A, de la matriz
cuadrada n’ n, A, ala cual supondremos no
singular, asi como las componentes del vec-
tor X: X4, X, . .., Xn COMO sigue:

AXi+t AX+ ...+ A X =b

Supdngase que se puede encontrar un vec tor
H; no nulo que sea ortogonal a las columnas
A, Ay ..., A,. Envista de que supusimos
que la matriz A esno singulary que el vec tor

es no nulo, el vector no puede ser al mismo
tiempo ortogonal a la columna A;. Si se

multiplican ambos miembros de la ultima
ecuacion con punto por el vector H;
mencionado se obtiene

Hy A X1 = H]_b

Como Hi . Ar es un escalar diferente de
cero, se puede pasar dividiendo al lado

derecho obteniéndose

X1=Hi.b/Hi. A1

Repitiendo el proceso para cada una de
las demas columnas, si llamamos H,; a un
vec tor que es ortogonal a las columnas 1, 3,
4, ... , n; Hz; a uno que es ortogonal a las

columnas11, 2,4, ...,n;etc.y Hhauno que es
ortogonal alas columnas 1,2,3,...,n-1

entonces tendremos

X2=Hz2.b/H2. A

X, =Hn.Db/H, A

y hemos logrado resolver el sistema para
cada una de las incdgnitas. Solamente resta
mostrar un método para calcular los vectores
Hi,Ha...,Hn

El producto vectorial en n dimensiones
con n-1 factores nos proporciona un método
de obtener un vec tor ortogonal a cada una de
las columnas de la matriz A menos una.
Tenemos entonces
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H, = producto vectorial de todas las
columnas de A menos la primera.
H, = producto vectorial de todas las

columnas de A menos la segunda.

H, = producto vectorial de todas las
columnas de A menos la enésima.

Como ejemplo numérico consideremos el
siguiente sistema

3000 g
G0 -2 1 0%x,* CO*
0 -10 35k, &35

Si las columnas las escribimos como
combinaciones lineales de los vectores
unitarios ortonormales i, j, k, |, y hacemos el
producto cruz de las columnas 2, 3, y 4,
obtenemos

Pasa=(—-2k=-1)" (2j+k)" (-i+ 3=
(—2k—=1)Y (=2ji+6jl—ki +3kl)

en donde, en vista de la distributividad con
respecto a la suma del producto cruz se ha
calculado el producto de los dos ultimos
factores. Cuando en un producto aparecen
dos vectores unitarios iguales se puede
ignorar el término porque el producto es el
vector cero. (Pues el determinante de la
definicién tiene dos filas iguales).

Ahora, haciendo el producto del resultado an-
terior con el primer fac tor (conservando cui-
dadosamente el orden ya que no hay
conmutividad) e ignorando los productos con
un fac tor repetido se obtiene

Poa=—jki+3jkl+4kji—12kjl+ 21ji +
I Ki

Ahora, los productos de tres vectores
unitarios son reemplazados por su resultado.
Para deducir los resultados se pueden
aplicar una variedad de reglas. Una de ellas

es recordar que el producto de los n-1
primeros vectores da el ultimo vec tor y luego

ir haciendo permutaciones. Si la permutacion
es ciclica, en el caso que el niumero de
dimensiones sea impar, no hay cambio de
signo; en el caso de nimero de dimensiones
par, en cada permutacion ciclica se cambia el
signo. Para n=4 se tendria haciendo
permutaciones ciclicas de la permutacion
base: ijk=I,jkl==i,kli=],lij=-k.Las
permutaciones entre dos simbolos
adyacentes le cambian el signo al resultado.

Porlotanto: jik=—1kjl=ilki=—j,ilj=
K, ikj=—1jlk=ikil=-,1ji=k, jki=l,
kji=—Iikl=j, etc.

Una segunda alternativa es aplicarle a los
trios ladefinicién de ter minan tal. Por ejemplo,
para el trio k i | el determinante corres-
pondiente es

o - O
- O O O
X O O -

El resultado se obtiene facilmente de-
sarrollando el determinante en menores de la
columna en la que arriba del vector unitario
de la cuarta fila aparecen solamente ceros
(en nuestro caso la segunda columna). Hay
gue recordar la regla de signos del tablero de
ajedrez para el desarrollo en menores (para
nuestro caso, como el vector j esta en la
posicion (4, 2) cuya suma es par, lleva sigho
“+”) En nuestro caso, el menor del elemento
(4, 2) da -1.
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Usando los resultados anteriores se
reemplazan los trios por vectores unitarios
de un solo simbolo y se obtiene

Py = —1—3i—41-12i -2k —j =—15i —j — 2k
—5|

El resultado es un vector ortogonal a las
tres dltimas columnas de la matriz (El lector
hara bien en verificarlo). Si multiplicamos el
vector resultado con punto por la primera
columna de la matriz y por el lado derecho
obtenemos la siguiente ecuacién escalar

(i).(=15i—j—2k=51) x;= (-15i—j—2k—5
). (3i-30)

—-15x,=-45+ 15
de la que, despejando x, se obtiene
X1 = 2

Procediendo en forma analoga, ya sin
mostrar resultados intermedios, el producto

vectorial de las columnas 1, 3y 4 da

Pisa= (i) (2j+Kk) (~i+31)=3j-6k

Al multiplicar con punto el vector re-
sultante por la segunda columnay por el lado
derecho, notamos que el producto con el lado
derecho resulta cero, por lo que cualquier
valor que de el producto con la segunda
columna, con tal que sea diferente de cero,
llevara a un valor de cero para x. Por lo
tanto, x, =0.

Procediendo en igual forma para las vari-
ables x3y X4 se obtiene (dejamos los detalles
al lector) x3 =0, x4=-1.

Ahora demostraremos que el procedimiento
funciona para cualquier matriz cuadrada A
nosingular. El producto vectorial detodaslas
columnas menos la i-ésima de la matriz n" n
A se puede escribir formalmente como el
siguiente determinante

Ail A21 A\l
A1| 1 A2j—1 An,i-l
Hi :Al,i+1 A2;+1 An,i+l
Aln AZn Awn

Si se expande H; con respecto a los
elementos de la ultima fila y posteriormente

se hace el producto escalar con el vector A,
envistadeque i.i=j.j=...=1.1=1el
resultado es la expansién del determinante
igual a H;, pero en el cual la ultima fila esta
formada por los componentes de la i-ésima
fila. Este determinante se puede convertir en
el determinante de la matriz A transpuesta,
haciendo n —i transposiciones, primero de la
tltima fila con la pendltima, después de la
pendltima con la antepenultima, etc., hasta
llegar a hacer la transposicion de la i-ésima
con la (i+1)-ésima. En vista de que cada
transposicion cambia el signo  del
determinante deducimos que

Hi. A= (1)"det(A"),i=1,2,...,n
donde AT denota la matrizA transpuesta.

Por otra parte, el producto escalar de H;
con b por las mismas razones que el caso
recién analizado, es igual al determinante de
A transpuesta al que le falta la irésima fila 'y
en la enésima fila aparecen las componentes
del vector b. Si a dicho determinante le
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hacemos las mismas transposiciones que las
que le hicimos a H;.A; se puede convertir en
el determinante de A transpuesta, en el cual,
en vez de lai-ésima fila aparece el vector b

transpuesto. El factor (-1 )”_i por el que hay
que multiplicar a H;. b, se cancela con el del

denominador a la hora de hacer la division
para calcular x; = H;. b / H . A;. Finalmente,
en vista de que el determinante de una matriz
cuadrada es igual al determinante de la matriz
transpuesta, llegamos a la siguiente expre-
sién para el calculo de cada una de las
incégnitas X

A A, o Al B Aia A
AZl A22 A2,i—1 b2 A2,i+1 AZn

AL A .. A b A A

_In n2 n,i- 1 n n,i+l
w1 A ... An
21 A22 A2h
N .

En esta expresion, en el denominador
aparece el determinante de la matriz de
coeficientes A. En el numerador de lai-ésima

vari able aparece el mismo determinante en el
cual en lugar de la i-ésima columna de la

matriz A aparece elvector b (lado derecho
del sistema de ecuaciones). Esta Ultima

expresion es la conocida Regla de Cramer
para resolver un sistema no singular de n
ecuaciones con n incognitas ( Hohn, 1964).

Conclusiones

El producto cruz o producto vectorial de 2
vectores en tres dimensiones tiene

suficientes particularidades para que se le
haya dado el nombre de pseudovector o

o vector axial. Una particularidad que llama la
atencién es que, por ejemplo, i"j = Kk,
teniendo k las mismas dimensiones lineales
quei y j envez de tener dimensiones de
area (Hoffmann, 1966). Aunque en este
articulo no se detallé el tema, en realidad se

trata de un tensor antisimétrico de segundo
orden que de casualidad tiene tres

componentes independientes (ademas de las
componentes que son nulas) que se
transforman con cambios de referencias
como un vector y que por esta razén en
muchos sentidos se comporta como un vec -
tortridimensional. El mismo tensor en cuatro
dimensiones tiene 6 componentes inde-
pendientes en vez de 4 y por lo tanto, hay
dificultades para obtener una definicion util
del producto vectorial en cuatro y mas
dimensiones. En dos dimensiones el mismo
tensor tiene una sola componente
independiente, a la cual se le ha dado el
nombre de pseudoescalar. Todo esto sucede
cuando se considera el producto vectorial
como una operacién binaria y se busca una
forma bilineal para calcularlo. Las difi-
cultades desaparecen y se logra una
definicién util si en vez de pensar en una
operacion binaria se considera al producto
vectorial como una operaciéon (n-1)- aria.
Tomada esta decisién, la expresion determi-
nantal del producto cruz de dos vectores en

tres dimensiones se presta para hacer la
extension a n dimensiones de una manera

muy directa, utilizando las propiedades de
los determinantes. Varias de las propiedades
del producto vec torial en tres dimensiones se
conservan, entre ellas: 1) que el resultado de
la operacibn es ortogonal a todos los
factores; 2) que al hacer el producto punto
con un vector adicional a los que participan
en el producto vectorialen n dimensiones, la
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Sobre el producto cruz en espacios vectoriales n-dimensional es

magnitud del resultado nos da el volumen del
paralelepipedo determinado por los vectores
gue participaron en el producto vectorial y el
vector adicional, dicho resultado tiene una

expresion muy sencilla en términos de un
determinante; 3) que si los factores de un

producto vectorial son linealmente depen-
dientes el producto es el vec tor cero, (en tres
dimensiones el producto vectorial de dos
vectores es el vector cero si los factores son
colineales, el cual es un caso particular de
dependencia lineal); 4) si los vectores
participantes en el punto 2 son linealmente
dependientes, el volumen del paralelepipedo
es nulo y si son independientes el volumen es
positivo (ya que estd dado en términos del
valor absoluto de un determinante).

Dada la intima relacion entre el producto

vectorial y los determinantes y la de éstos
con los sistemas de ecuaciones lineales

simultaneas, seguramente el campo de las
aplicaciones del producto vec to rial extendido
a n dimensiones resultara un campo muy
fértil para interpretaciones y aplicaciones
novedosas.

Algunos autores han atacado el problema
del producto vectorialen n dimensiones con
un numero de factores arbitrarios por medio
de funciones multilineares alternadas en
forma abstracta (Lang, 1966). También
Xambo (1997), proporciona un tratamiento
geométrico menos general que Lang,

también abstracto, con un grado mayor de
abstraccion que el dado en este articulo.
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