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Resumen

En este artículo se presenta el diseño e implementación de un controlador de 
velocidad para un motor de CD a través de un convertidor reductor, el cual 
sigue una trayectoria de referencia suave diseñada mediante un polinomio 
de interpolación Bézier. El sistema reduce los picos súbitos de voltaje y co-
rriente en el circuito de armadura del motor durante el arranque. El cálculo 
del control de velocidad se obtiene de una salida F llamada salida plana 
(calculada a través de la matriz de controlabilidad de Kalman). Este control 
se basa en la retroalimentación de todos los estados reescritos en términos de 
la salida plana y de sus derivadas sucesivas para el seguimiento de la trayec-
toria. Con la ayuda de la técnica de ubicación de polos es posible sintonizar 
adecuadamente el controlador en lazo cerrado. La efectividad del sistema se 
verifi ca experimentalmente mediante una plataforma que está compuesta 
por el convertidor reductor-motor CD y un modulador PWM. 

Descriptores

• convertidor  reductor
• arrancador suave de velo-

cidad
• planitud diferencial

Abstract

This article presents the design and implementation of a speed controller for a DC 
motor through a buck converter, which tracks a smooth reference trajectory designed 
by a Bezier polynomial interpolation. The system reduces voltage and current sud-
den peaks in the armature circuit of the motor during the start. The calculation of the 
speed control is obtained from an output F called fl at output (calculated through the 
Kalman controllability matrix). This control is based on feedback from all states re-
wri  en in terms of the fl at output and its successive derivatives for tracking the 
trajectory. With the aid of the pole placement technique it is possible to properly tune 
the controller in closed loop. The e  ectiveness of the system is verifi ed experimen-
tally by means of a platform that consists of the DC motor-buck converter and a 
PWM modulator.
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Introducción

Tradicionalmente se han utilizado tres tipos de motores 
para funcionar en régimen de velocidad variable para 
diferentes aplicaciones, los cuales son: motor síncrono, 
motor de inducción y motor de CD. De estos tres tipos, 
el que habitualmente ha sido más utilizado para funcio-
nar en régimen de velocidad variable es el motor de CD 
con conmutador en las categorías de baja a mediana po-
tencia (hasta de 10MW), ya que sus características eléc-
tricas permiten variar su velocidad de una forma 
sencilla, manteniendo una buena efi ciencia (Benavent et
al., 2001). Los motores de este tipo proporcionan un alto 
par de arranque y permiten regular su velocidad dentro 
de márgenes más amplios. Los métodos para controlar 
su velocidad son más fáciles de implementar y el costo 
de su impulsor eléctrico es menor al de uno de corriente 
alterna (Boldea et al., 1999). En la industria este tipo de 
motores tiene una amplia aplicación, debido a sus ca-
racterísticas electromecánicas, ya que permiten diferen-
tes tipos de conexiones (excitación separada, derivación, 
serie, excitación compuesta). Los motores en serie son 
los más empleados por su alto par de arranque (Chap-
man, 2004). Por ejemplo, en la ciudad de México, desde 
1990 se han venido utilizando este tipo motores de CD 
en la tracción eléctrica de los trolebuses de la serie 7000 
de la fi rma MASA-Kiepe (STE, 2010). 

Al impulsor eléctrico de CD para tracción eléctrica 
se le conoce también con el nombre de chopper que en 
castellano quiere decir interruptor periódico (Benavent et
al., 2001 y Boldea et al., 1999). Este dispositivo de CD es 
un convertidor electrónico de potencia CD/CD de con-
mutación forzada, el cual se utiliza para el control del 
voltaje en el circuito de la armadura de los motores de 
CD. La fuente de energía de CD que abastece a los cho-
ppers se genera mediante baterías o fuentes de CA con
diodos rectifi cadores con fi ltros a la salida. Estos cho-
ppers son utilizados en sistemas de transporte eléctrico
urbano (Mohan et al., 2003 y Rashid, 2004). Uno de los
problemas que presentan los impulsores de CD son los
transitorios eléctricos que se producen en el circuito de
armadura en los motores de CD cuando se arranca o se
varía su velocidad.

(Boldea et al., 1999 y Nasar et al., 1993) realizan un 
estudio para resolver el problema de los transitorios 
eléctricos por medio del diseño de controladores de ve-
locidad, posición y par mediante funciones de transfe-
rencia y soluciones analíticas. El control de velocidad y 
par del motor se implementan en cascada, donde el 
lazo interno es para el control del par y el lazo externo 
es para el control de velocidad, empleándose en ambos 
el mismo tipo de compensador PI clásico. Las ganan-

cias de los controladores por retroalimentación lineal se 
calculan mediante el método de respuesta a la frecuen-
cia, basada en los conceptos de margen de fase y mar-
gen de ganancia (Kailath, 1980). Estos controladores 
resuelven parcialmente el problema de los transitorios, 
ya que usan referencias constantes y éstas siempre pro-
ducen sobretiros en las respuestas de las variables físi-
cas del sistema.

En este artículo se propone un controlador de velo-
cidad por retroalimentación para un motor de CD ac-
cionado a través de un convertidor CD/CD tipo 
reductor. La variable de referencia deseada de veloci-
dad usada por el controlador se diseña vía un polino-
mio de interpolación Bézier, mediante la cual el 
controlador consigue reducir los picos súbitos de co-
rriente y de voltaje en el circuito de la armadura del 
motor de CD en el arranque. La técnica de control por 
retroalimentación empleada en dicha propuesta se basa 
en el concepto de planitud diferencial, el cual proviene de 
sistemas diferencialmente planos (Fliess et al., 1995). 
Esto fue dado a conocer hace 15 años en Francia por el 
profesor Michel Fliess y sus colaboradores (Levine, 
Martin, Rouchon). La planitud diferencial ha tenido im-
portantes aplicaciones dentro de las áreas de robótica, 
procesos de control, sistemas aeroespaciales, sistemas 
de optimización, planeación de trayectorias en aspectos 
lineales y no lineales, y sistemas de dimensión infi nita 
descritos en ecuaciones diferenciales parciales controla-
das con condiciones de frontera (Fliess et al., 1995, 2000; 
Linares et al., 2004a; Sira et al., 2004). 

El artículo está dividido en seis secciones, la segun-
da sección trata a detalle el modelado matemático en 
forma promedio del acoplamiento del convertidor CD/
CD tipo reductor con el motor de corriente directa. En 
la tercera sección se diseña un controlador de segui-
miento suave de velocidad basado en la técnica de pla-
nitud diferencial. En la cuarta sección se presenta el 
diseño y las características de la plataforma experimen-
tal. En la quinta sección se presentan los resultados ex-
perimentales del desempeño del controlador en lazo 
cerrado y fi nalmente en la sexta sección se dan las con-
clusiones de todo el trabajo.

Modelo dinámico del convertidor 
reductor–motor CD

La fi gura 1 muestra el sistema de acoplamiento entre el 
convertidor CD/CD tipo reductor con el motor CD, en 
donde el modelo dinámico lineal del sistema, presenta 
una entrada y una salida. La composición del sistema 
se expresa mediante las siguientes ecuaciones diferen-
ciales:
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(1)

En donde L, C, G y E son la inductancia, capacitancia, 
conductancia y voltaje de entrada constante del con-
vertidor reductor, respectivamente. La corriente i  es 
la corriente en el inductor y v es el voltaje en el capaci-
tor del convertidor. Lm, Ke, Km son la inductancia del 
circuito de armadura, la constante de fuerza electro-
motriz y la constante de par del motor, respectivamen-
te. Las variables denotadas como ia y w son la corriente 
del circuito de armadura y la velocidad angular de la 
carga mecánica del motor cuyo momento de inercia es 
J. El parámetro B es el coefi ciente de fricción viscosa
rotacional. La entrada de perturbación Lτ representa 
un par de carga constante desconocido. La entrada de 
control se representa por la variable u, la cual simboli-
za la posición del interruptor que toma valores en el 
conjunto discreto {0,1}.

E C G M

Rm LmL
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u=0
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Keω
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B ω Lτ

Figura 1. Modelo del sistema acoplado convertidor reductor-
motor CD

El modelo promedio se representa exactamente por el 
mismo modelo matemático de (1) con la diferencia de 
que ahora la entrada u se denota como la entrada de 
control promedio uav, la cual toma valores en el interva-
lo cerrado [0,1] (Ortega, et al., 1998). Por lo tanto, el mo-
delo promedio del convertidor reductor-motor cd se 
describe como sigue: 

(2)

en donde,

(3)

Nótese que la descripción de este sistema lineal sola-
mente es válida mientras no ocurran efectos de satura-
ción en el inductor L del convertidor reductor.

Controlador promedio por planitud diferencial

En esta sección se utiliza la propiedad de planitud dife-
rencial para el cálculo de las trayectorias de referencia 
de las variables físicas del sistema convertidor reduc-
tor-motor CD. Este sistema lineal de cuarto orden tiene 
la forma típica dada en (2), donde la matriz de controla-
bilidad de Kalman se calcula mediante la siguiente ex-
presión, C=[B, AB, A2 B, A3 B], la cual está dada como:

               (4)

El determinante de la matriz de (4) está dado por:

Como el determinante es diferente de cero, entonces el 
sistema es controlable y, por lo tanto, es diferencial-
mente plano (Sira et al., 2004). La salida plana de un 
sistema lineal de una entrada una salida (UE/US), se ob-
tiene de la multiplicación de la matriz inversa de con-
trolabilidad por el vector de estados x, asociado al 
sistema. Del vector columna resultante de la multiplica-
ción se escoge el último renglón para obtener la salida 
plana (Linares et al., 2004a). En particular, para el siste-
ma convertidor reductor-motor CD, la salida plana F se 
calcula como: 

(5)
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De (5) se toma como salida plana simplemente a la 
velocidad angular del motor (ω), ya que esto no infrin-
ge la propiedad de planitud diferencial para calcular la 
parametrización diferencial de todo el sistema (Sira et
al., 2004).

De ahí, se tiene que todas las variables de estado y la 
entrada de control uav, son parametrizables en términos 
de F y de sus derivadas sucesivas, donde se denota a la 
velocidad angular como F. Por ende, la parametriza-
ción diferencial de todas las variables de estado del sis-
tema y de la entrada de control promedio, están dadas 
como:

ω=F (6)

 (7)

(8)

(9)

(10)

La parametrización diferencial proporcionada por la 
propiedad de planitud diferencial contiene informa-
ción útil acerca de las variables de estado del sistema, 
relacionando cada una de ellas en términos de la salida 
plana (la salida que permite hacer la linealización en-
trada-salida) de un sistema diferencialmente plano 
(Sira et al., 2004). Las conjeturas para usos directos de 

esta parametrización surgen de los sistemas diferen-
cialmente planos como:

- Una parametrización estática del sistema en equili-
brio relaciona los valores de equilibrio de las varia-
bles de estado en términos de la salida plana en
equilibrio. Para un seguimiento dinámico de trayec-
toria en lazo cerrado, la parametrización es muy
útil, ya que a través de ella se establecen los valores
de inicio, los valores intermedios y los valores fi na-
les de los puntos de equilibrio de las variables de
estado.

- Inspección directa de la propiedad de fase mínima y
de fase no mínima de cada una de las variables de
estado cuando se toman como salida.

- Inspección directa de la entrada de control en térmi-
nos de la salida plana y sus derivadas sucesivas
para la reconstrucción de estados (Detectabilidad).

- La mayor ventaja de esta propiedad es la planifi ca-
ción de trayectorias para el control de seguimiento
en sistemas diferencialmente planos. La parametri-
zación diferencial de forma natural proporciona
una relación explícita con los estados y la entrada
de control, para la planifi cación de la trayectoria de
la salida plana. Permite una evaluación fuera de lí-
nea de los estados nominales y de las trayectorias
de la entrada de control, sin tener que resolver las
ecuaciones diferenciales.

De lo expuesto anteriormente, se diseña el controlador 
promedio basado en la propiedad de planitud diferen-
cial. A partir de (10), se sustituye la derivada de alto 
orden por un controlador auxiliar de seguimiento de 
trayectorias auxv , lo cual produce:

(11)

donde el controlador auxiliar auxv , se diseña para lo-
grar el seguimiento suave de velocidad angular inclu-
yendo un término de acción integral que proporciona la 
robustez al sistema en lazo cerrado frente a perturba-
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ciones constantes de par de carga acotadas desconoci-
das, el cual está dado por:

  (12)

La salida plana F y sus derivadas F , F  y F  se calcu-
lan en términos de los estados del sistema de la manera 
siguiente,

F= ω

(13)               

Las trayectorias deseadas ∗F , ∗F , ∗F  y ∗)4(F se calcu-
lan mediante un polinomio del tipo Bézier (Sira et al.,
2004), dado por:

 
(14)

donde el polinomio p(t,t0,T) debe interpolar suave-
mente entre los valores 0 y 1 para ),( 0 Ttt ∈  de la si-
guiente forma:
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con r1=252, r2=1050, r3=1800, r4=1575, r5=700 y r6=126.

La dinámica del error de seguimiento en lazo cerrado 
se obtiene a partir de igualar (10) con (11) que incluye al 
controlador auxiliar, derivando una sola vez con res-
pecto al tiempo la ecuación integro diferencial del error. 
Se tiene la dinámica del error, e = ω − ω ∗ de la siguiente 
forma:

    (15)

El polinomio característico del sistema en lazo cerra-
do es

(16)

La selección adecuada de los coefi cientes constantes
},,,,{ 01234 γγγγγ como coefi cientes de un polinomio 

Hurwi  , garantiza la estabilidad exponencial del equi-
librio cero del error de seguimiento de la salida plana. 
Por lo tanto, se escogió un polinomio de quinto orden 
dado por: 

(17)

De aquí, se tiene que los valores fi nales de los coefi cien-
tes del controlador auxiliar vaux, para un buen segui-
miento de velocidad están dados por:

(18)

Plataforma experimental

La plataforma experimental que se muestra en la fi gura 
2 se compone de los siguientes módulos:

- Motor eléctrico de corriente directa.
- Convertidor reductor.
- Control por planitud diferencial (computadora-tar-

jeta de adquisición de datos).
- Modulador de ancho de pulso (PWM) (circuito analógico).
- Sensores eléctricos.
- Tacómetro.
- Freno magnético (carga mecánica).
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10% del voltaje nominal de entrada 
de alimentación, lo cual no provoca 
movimiento en el eje del motor. Por 
lo tanto, el  voltaje en la resistencia 
R del circuito de la fi gura 3b) es:

  (19)

Por otra parte, el valor del resistor 
equivalente del circuito de la Figura 
3b) se calcula de la siguiente forma: 

(20)

Figura 3. a) circuito eléctrico del sistema en forma promedio. b) 
análisis en CD del circuito eléctrico (ω=0rad/s)

La resistencia de carga R conectada a la salida del con-
vertidor reductor mostrada en el circuito eléctrico de la 
fi gura 3a) y 3b) tiene dos funciones, la primera limitar 
la corriente en el circuito de armadura del motor, la se-
gunda disipar la energía proveniente del capacitor. Me-
diante el análisis en CD del circuito eléctrico de la 
Figura 3a), se calcula el valor crítico de la inductancia 
del convertidor, así como su valor de corriente de rizo. 
Para asegurar que el convertidor esté siempre trabajan-
do en el Modo de Conducción Continuo (MCC), el va-
lor crítico de la inductancia Lcrit del convertidor se hace 
a través de la siguiente expresión, dada como (Batar-
seh, 2004):

   (21)

El convertidor de topología reductora se diseñará a una 
frecuencia de conmutación f de 45 kHz, para tener un 
menor porcentaje de rizo en la corriente y en el voltaje, 
además de tener una mejor aproximación en forma pro-

Uav
E

+

-
R

Rm

i
Req= RmR

Rm+Rv

b)

Uav
E

L

C v
+

-
R

Rm Lm

ia

iR

+
-Keω

i

a)

(0.1)24V 2.4Vavv U E= = =

1
2

eqav
crit

RUL
f

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠

Figura 2. Platafor ma experimental del sistema convertidor 
reductor-motor CD

A. Módulo del motor eléctrico de corriente
directa

El motor de corriente directa de colector utilizado fue 
de la serie GR42x25 de potencia de 14 W, par nominal 
de 4 (Ncm), voltaje nominal de 24 V, velocidad nomi-
nal de 3600 rpm, corriente de arranque de 4 A (Dunker, 
2010). La obtención de los parámetros del motor se 
realizó en forma experimental, debido a que algunos 
de ellos no fueron proporcionados por el fabricante. 
En la tabla 1 se presentan los parámetros obtenidos 
del motor de CD.

B. Módulo del convertidor reductor (diseño del in-
ductor L del convertidor)

En la fi gura 3a) se muestra el circuito eléctrico del siste-
ma convertidor reductor-motor de CD, mientras que la 
fi gura 3b) muestra el circuito eléctrico equivalente del 
análisis en CD. La fuente dependiente de la fi gura 3a) 
se hace cero en el análisis de CD, debido a que el voltaje 
en la salida del convertidor tiene un valor nominal de 

Parámetro Símbolo Unidad Valor

Resistencia de 
armadura

Rm 6.14

Constante
eléctrica

Ke Vs/rad 0.04913

Constante
mecánica

Km N-m/A 0.04913

Coefi ciente de 
Fricción

B (Nm-s)/rad 40.923

Inductancia de 
armadura

Lm mH 8.9

Momento de 
inercia

J+Jt Kgm² 7.95

Tabla 1
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medio del modelo matemático del sistema (1) (Ortega et
al., 1998). De (21) se obtiene el valor crítico de la induc-
tancia del convertidor como:

  (22)

Con este valor crítico se calcula el valor de corriente de 
rizo a través de la siguiente expresión:

  (23)

De (23) resulta que el valor de rizo de la corriente que 
circula por la inductancia del convertidor es:

    (24)

Como se desea que este valor de rizo de corriente sea 
aún más pequeño que en (24), se propone un rizo de 
corriente de

                                           (25)

Para conseguir esto último se selecciona un valor de la 
inductancia del convertidor de

(26)

Esta inductancia se construye usando un núcleo de fe-
rrita con un hueco de aire de 1mm. Este hueco de aire 
evita los efectos de saturación en el núcleo para valo-
res nominales de corrientes de 3A (Kassakian et al., 
1992). El núcleo tiene una resistencia de aproximada-
mente 0.3 . La razón del ciclo útil de trabajo constan-
te de Uav en equilibrio está defi nido en el intervalo 
cerrado [0,1].

C. Filtro de salida del convertidor reductor

El inductor y el capacitor forman el fi ltro paso-bajos 
de segundo orden, el cual se usa para fi ltrar las com-
ponentes de alta frecuencia en el voltaje de salida del 
convertidor, causadas por las conmutaciones del tran-
sistor IRF540 y el diodo de conmutación rápida 
MBR1045 (fi gura 2). La frecuencia de corte de este fi l-
tro está dada mediante la siguiente expresión:

1 0.1 4.929 49.29 H
2 45kHzcritL μ− Ω⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎝ ⎠

1 ( ) av
L

crit

Ui E v
L f

Δ = ⋅ − ⋅

1 0.1(24V 2.4V) 0.97A
49.29 H 45kHzLi μ

Δ = ⋅ − ⋅ =

0.003ALiΔ =

15.91mHL =

    (27)

Para el diseño del fi ltro de salida del convertidor reduc-
tor la frecuencia de corte se escoge en el siguiente inter-
valo de frecuencias

                 (28)

A partir de los límites de frecuencia de corte de (28), se 
calculan los límites superior e inferior en el intervalo de 
valores de la capacitancia del fi ltro para esas frecuen-
cias, dados como:

    (29)

Para no reducir demasiado la velocidad de la respuesta 
en el tiempo del convertidor, se elige el valor de la capa-
citancia cinco veces más grande que la cota inferior de 
(29), por tanto, se escoge un valor de C=470 F. De ahí, 
se tiene que el valor de la frecuencia de corte del fi ltro 
del convertidor es de:  

(30)

D. Módulo  del controlador promedio implementa-
do en MATLAB-SIMULINK

El diseño del controlador promedio dado en (11) en la 
sección de controlador promedio por planitud dife-
rencial se programó en Matlab/Simulink® utilizando 
una computadora personal que usa como interfaz una 
tarjeta de adquisición de datos del tipo DAQ6025E de 
la fi rma National Instruments, para la comunicación 
entre los circuitos analógicos de monitoreo y de mo-
dulación PWM. El periodo de muestreo utilizado en 
la implementación del controlador fue de 200 s. La 
fi gura 4 muestra el diagrama a bloques del programa 
elaborado en Matlab/Simulink® del controlador pro-
medio. 

E. Módulo del PWM

El modulador de ancho de pulso se implementó me-
diante dos circuitos integrados analógicos, el primero 
es un comparador de señales analógicas de alta res-
puesta, LM311 y el segundo es un circuito generador 
de señales analógicas de alta precisión ICL8038. A tra-
vés de la comparación en el circuito LM311 entre la 

1
2cof

LCπ
=

13 Hz 130 Hzcof≤ ≤

94 F 9400 FCμ μ≤ ≤

1 58.20Hz
2 (15.91mH 470 F)cof
π μ

= =
×
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Figura 4. Controlador por planitud diferencial en Matlab/Simulink® del sistema

señal de control promedio de (11) con la señal trian-
gular de frecuencia fi ja se produce la señal pulsante 
que dispara periódicamente al semiconductor de po-
tencia del convertidor. La señal triangular generada 
por el circuito ICL8038 se confi guró para una frecuen-
cia de conmutación de 45KHz. 

Los resultados experimentales del desempeño del 
controlador obtenidos en esta plataforma fueron casi 
los mismos que los conseguidos en una plataforma a 
nivel de simulación de este mismo controlador, por 
ejemplo, el trabajo publicado en (Linares et al., 2004a) 
utiliza un modulador Sigma-Delta para la implementa-
ción del controlador. 

La fi gura 5 muestra el diagrama electrónico del mo-
dulador PWM basado en la confi guración dada en (Mo-
han et al., 2003).

F. Módulo de los sensores
eléctricos

La fi gura 6 muestra el sensor de co-
rriente que utiliza un circuito inte-
grado de Efecto Hall. A la salida de 
este circuito integrado con número 
de parte LEM HAW-15P, se le acon-
diciona un circuito integrado analó-
gico (TL082), compuesto por un par 
de amplifi cadores operacionales del 
tipo inversor en cascada. El circuito 
electrónico para el monitoreo de co-
rriente tiene una escala de conver-
sión de 1A/1V, es decir por cada 
amperio que circule por el circuito 
integrado de efecto Hall (HAW-
15P) se tiene un voltaje unitario a la 
salida (pin 7 de la fi gura 6).

La fi gura 7 muestra el circuito 
para el monitoreo del voltaje de sali-
da del convertidor reductor. Este 
mismo circuito se utilizó como 
acondicionador de la señal que pro-
viene del tacómetro TG-11 en el 

monitoreo de la velocidad angular del motor GR42x25. 
El valor nominal del voltaje de salida del circuito es tres 
veces menor que el valor nominal del voltaje de entra-
da, siendo su escala de conversión de 3V/1V.

Figura 5. Circuito electrónico del PWM

Figura 6. Circuito para el monitoreo de la corriente en el 
inductor del convertidor
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Figura 7. Circuito de monitoreo para el voltaje de salida 
del convertidor y circuito acondicionador de la señal del 
tacogenerador TG-11

G. Módulo del tacómetro analógico o
tacogenerador

El tacogenerador de corriente directa (TG-11) es un 
dispositivo que da un voltaje proporcional a la veloci-
dad angular del motor. Este dispositivo es apropiado 
para la regulación de velocidad angular del motor por 
su amplio intervalo de trabajo. Se construye rígida-
mente y está libre de mantenimiento durante su vida 
útil (Dunker, 2010). Uno de los datos más importantes 
proporcionados por el fabricante para el tacogenera-
dor TG-11 es su voltaje de inducido, el cual tiene una 
escala de conversión de 1000 RPM/3V, el resto de los 
datos se muestran en la tabla 2 de las especifi caciones 
del tacogenerador TG-11.

H. Módulo del freno magnético

El freno magnético utilizado para accionar la carga en 
el eje del motor de CD se activa mediante una señal di-
gital proporcionada por la tarjeta de adquisición de da-
tos. Para aplicar diferentes valores nominales de par de 

Parámetro Unidad Valor

Rotor - 9 ranuras

Número de
pares de polos

- 1

Resistencia en cd 68

Voltaje inducido V/1000 min-1 3V

Momento de inercia gcm2 8.5

Coefi ciente
de temperatura

1/K -0.25

Peso G 80

Tabla 2

carga a través del freno magnético, 
éste utiliza un circuito de potencia 
alimentado por una fuente de volta-
je de corriente directa variable (fi gu-
ra 2).

Resultados experimentales

El polinomio de interpolación suave 
de décimo orden propuesto en (14) 
se implementó mediante el progra-

ma Matlab/Simulink® para generar las referencias de-
seadas requeridas por el controlador en lazo cerrado. 
La propuesta de la referencia deseada variante con el 
tiempo dada en (14) junto con el controlador en lazo 
cerrado consiguen arrancar al motor sin provocar picos 
súbitos de voltaje y de corriente dentro del circuito de 
la armadura y dentro del circuito del convertidor re-
ductor (ver fi guras 8 y 9).

Las gráfi cas de la fi gura 8 muestran el seguimiento 
de trayectoria de cada una de las variables del sistema 
en lazo cerrado. La trayectoria suave de velocidad an-
gular se programó con los siguientes datos:

   y

En la fi gura 8 se observa que la variable de velocidad 
angular del motor en el arranque presenta un segui-
miento casi perfecto con respecto a su referencia desea-
da y con un pico de velocidad angular  menor al 10% 
del valor nominal inicial. En cuanto a los picos de co-
rriente y de voltaje dentro del circuito de la armadura 
del motor, se observa que los valores nominales máxi-
mo de corriente y de voltaje en la armadura del motor 
no sobrepasan los valores nominales de corriente y de 
voltaje al cual fue fabricado el motor de CD con número 
de serie GR42x25 (Dunker, 2010).

Por otro lado, a través de la parametrización dife-
rencial de (7) y (8) se obtienen las variables de referen-
cia para la corriente y el voltaje de la armadura del 
motor de CD, las cuales se programaron con los si-
guientes datos:

 e      ; y         
 . 

Las fi guras 8 y 9 muestran la respuesta de la corriente 
en el inductor del convertidor y la respuesta de la entra-
da de control promedio, en ellas se observan ligeras di-
ferencias en su inicio con respecto a su referencia 
deseada. Estas diferencias no impiden en ningún mo-
mento el conseguir disminuir en forma considerable los 

(1.0 ) 50 /ini s rad sω = (2.5 ) 300 /fin s rad sω =

(1.0 ) 0.05ainii s A= (2.5 ) 0.31a fini s A= (1.0 ) 2.5iniv s V=

(2.5 ) 16.27finv s V=
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picos súbitos de corriente y de voltaje dentro del circui-
to del convertidor al poner en marcha al motor. El valor 
nominal instantáneo de estos picos de corriente y de 
voltaje no sobrepasa los valores nominales a los cuales 
fue diseñado eléctricamente el semiconductor de po-
tencia (IRF540) del convertidor. Las respuestas de la 
entrada de control promedio no presentan picos súbi-
tos de voltaje que rebasen el límite superior del interva-
lo [0,1], en donde está defi nida la entrada de control 
promedio.

La fi gura 9 muestra las respuestas de las variables 
del sistema en lazo cerrado para una velocidad angular 

de referencia deseada dada por (14), con los siguientes 
valores: 

En t =3s se aplica un par de carga constante al eje del 
motor con un valor aproximado de L  0.01Nm. Se pue-
de observar que la velocidad angular del motor en pre-
sencia del par de carga aplicado al eje no cambia su 
valor fi nal programado, debido a que el controlador 
presenta una robustez en cuanto a la recuperación de la 
señal de referencia en un tiempo muy corto. La acción 
de control integral del error añadida a ley de control 
dada en (12), hace posible minimizar el error en estado 
estable en la variable de velocidad del sistema.

Nótese que los cambios en la amplitud de las varia-
bles de la corriente en el inductor del convertidor, co-
rriente de armadura del motor, voltaje de armadura del 
motor y entrada de control promedio en presencia del 
par de carga desconocido aplicado al eje con respecto a 
sus referencias deseadas, se deben a que sus variables 
de referencia no incluyen el valor del parámetro del par 
aplicado al eje (ver fi gura 9).

El par de carga L aplicado al eje de motor de CD a 
través del freno magnético se encuentra acotado en el 
siguiente intervalo

Este intervalo permite conocer los límites que tiene el 
controlador en lazo cerrado en minimizar el error en 
estado estable de la velocidad angular ante la presencia 
del par de carga. La razón de par continuo máximo que 
puede producir el motor fue obtenido de la hoja de da-
tos dada por el fabricante (Dunker, 2010) y también 
comprobado en forma experimental mediante la plata-
forma.

Conclusiones

La ley de control propuesta, basada en la técnica de pla-
nitud diferencial para el sistema convertidor CD/CD tipo 
reductor-motor CD tiene dos objetivos fundamentales:

- El primero, arrancar el motor sin que se produzcan
picos de voltaje y de corriente súbitos en el circuito
de la armadura que sobrepasen los valores nomina-
les a los cuales se fabrica el motor.

- El segundo, que la variable de velocidad en el eje del 
motor conserve su velocidad programada,  aún en
presencia de una perturbación externa de par de
carga constante desconocida por el sistema.

Figura 8. Respuestas del controlador por planitud diferencial ⎯
real ⎯ referencia

Figura 9. Respuestas del controlador por planitud diferencial 
ante una perturbación constante aproximadamente de 0.010 
Nm ⎯ real ⎯ referencia

ini fin(1.0s) 50rad / s y (2.5s) 340rad / s.ω ω= =

L0.039Nm 0.039Nmτ− ≤ ≤
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Estos dos objetivos se cumplieron de forma signifi cati-
va mediante la ley de control de seguimiento suave de 
velocidad angular basada en la técnica de planitud dife-
rencial. Las pruebas experimentales realizadas en la  
plataforma así lo demuestran.

Las respuestas de variables físicas del sistema en 
lazo cerrado presentan el mismo comportamiento diná-
mico de la trayectoria de referencia deseada variante 
con el tiempo calculada vía el polinomio interpolar 
Bézier.

La robustez en la variable de salida requerida por el 
controlador basado en la propiedad de planitud dife-
rencial del sistema, cuando al mismo se le somete a una 
perturbación de par de carga constante desconocido, se 
resuelve  a través de incorporar una parte de acción in-
tegral en la ley de control.

La sintonización del controlador por planitud dife-
rencial más un término integral en lazo cerrado es real-
mente sencilla y ésta se realiza de la misma forma que 
para los controladores por ubicación de polos.

Haciendo una comparativa con controladores clási-
cos, esta propuesta presenta una mejor respuesta estáti-
ca y dinámica en lazo cerrado, debido a que su parte 
proporcional, su parte integral y su parte derivativa del 
error actuante de la salida plana (velocidad),  se calcula 
sin omitir ninguna dinámica del vector de estado de la 
planta.

La técnica de control por Planitud Diferencial apor-
ta resultados sobre controlabilidad de sistemas lineales 
y no lineales; uno de los aportes es la parametrización 
diferencial.

La metodología para el diseño del controlador es 
realmente sencilla y su implementación práctica se rea-
liza en forma analógica. 
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