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Resumen

En el presente trabajo se diseñó y construyó un sistema hidráulico para la determinación experimental del factor de fricción en una 
tubería de PVC bajo flujo turbulento. Este sistema permite conducir el agua por una tubería donde se midieron el caudal y la dife-
rencia de presión para calcular la pérdida de carga entre dos puntos de control, considerando las propiedades asociadas a la tubería 
como es la rugosidad relativa, su diámetro y longitud. Utilizando la ecuación de Darcy-Weisbach se determinó el factor de fricción 
experimental. El objetivo del presente trabajo fue evaluar en forma experimental el factor de fricción y compararlo con el obtenido 
utilizando la fórmula n-ésima como aproximación de la solución exacta de la ecuación de Colebrook-White propuesta por Mikata y 
Walczak en 2015. La fórmula n-ésima predice el factor de fricción con un error relativo que tiende a disminuir dependiendo de la 
profundidad de la recursión. En nuestro análisis, para un valor de n igual a 15 el error en la determinación del factor de fricción re-
portó valores inferiores a 1E-16. Se desarrolló una macro de Excel en lenguaje VBA para evaluar la recursión dada la dificultad nu-
mérica de resolver el valor analítico exacto de la ecuación de Colebrook-White. La originalidad del presente trabajo corresponde a 
la evaluación de la fórmula n-ésima del factor de fricción y su comparación con los resultados experimentales obtenidos en el labo-
ratorio, lo que permite probar la validez de la predicción de la fórmula con un caso real. Esto permitió encontrar el error relativo 
porcentual respecto al valor experimental.
Descriptores: Factor de fricción, solución analítica de la ecuación de Colebrook-White, caída de presión en tuberías, recursión infi-
nita, sistema experimental.

Abstract

In the present work a hydraulic system was designed and built for the experimental determination of the friction factor in a PVC pipe 
under turbulent flow. This system allows the water to be conducted through a pipeline where the flow and the pressure difference 
were measured to calculate the pressure loss between two control points, considering the properties associated with the pipe such as 
the relative roughness, diameter and length. Using the Darcy-Weisbach equation, the experimental friction factor was determined. 
The objective of the present work was to experimentally evaluate the friction factor and compare it with that obtained using the nth 
formula as an approximation of the exact solution of the Colebrook-White equation proposed by Mikata and Walczak in 2015. The 
nth formula, this predicts the friction factor with a relative error that tends to decrease depending on the depth of the recursion. In 
our analysis, for a value of n equal to 15, the error in the determination of the friction factor reported values lower than 1E-16. An 
Excel macro was developed in VBA language to evaluate the recursion given the numerical difficulty of solving the exact analytical 
value of the Colebrook-White equation. The originality of this work corresponds to the evaluation of the nth formula of the friction 
factor and its comparison with the experimental results obtained in the laboratory, which allows to prove the validity of the prediction 
of the formula with a real case. This allowed finding the percentage relative error with respect to the experimental value.
Keywords: Friction factor, analytical solution of the Colebrook-White Equation, pressure drop in pipes, infinite recursion, experimen-
tal system.
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Introducción

En la actualidad, el manejo de los recursos hídricos es 
importante, por ello, los sistemas hidráulicos que distri-
buyen a los usuarios tienen un rol fundamental (Ánge-
les et al., 2000). En los sistemas hidráulicos, específi- 
camente en las tuberías y diferentes singularidades, 
siempre se desarrolla fricción, ocasionando caídas de 
presión en el flujo a lo largo de su trayectoria. Es impor-
tante conocer esta caída de presión para una apropiada 
estimación de las presiones de trabajo en los sistemas 
hidráulicos. Por ello, se han efectuado diferentes estu-
dios para determinar de manera precisa el factor de 
fricción en tuberías. (Anaya et al.,  2014). En el diseño, la 
longitud de tuberías permanece como parámetro cons-
tante e independiente del factor de fricción en los dis-
tintos tramos de las redes de agua. En contraste, varios 
parámetros tales como el diámetro de la tubería y el 
factor de fricción varían durante la vida útil de las con-
ducciones (Özger and Yildirim, 2009). Al realizar el 
análisis de las pérdidas de carga en los sistemas de dis-
tribución de agua, se debe tener en cuenta que el factor 
de fricción es calculado para tres estados del flujo, esto 
es, flujo laminar, transición y turbulento. 

Muchos son los autores que han contribuido de ma-
nera fundamental al conocimiento de aspectos relevan-
tes de la Ingeniería Hidráulica tanto en la era moderna 
como en los inicios del estudio de dichos fenómenos. 
Existe una propuesta gráfica como el Gráfico de Moo-
dy, que es la figura más útil y conocida para determinar 
el factor de fricción de la pérdida de carga, la cual es 
fiable si se aceptan errores inferiores a 15% en cálculos 
de diseño (White, 2008). Al mismo tiempo, existe un 
número importante de propuestas de forma analítica, 
que describen algún fenómeno hidráulico y que perdu-
ran hasta el día de hoy. Otras propuestas han sufrido 
mejoras o modificaciones avaladas por la rapidez y pre-
cisión que se puede lograr con las soluciones numéricas 
y tecnológicas propias de la actualidad.

Por ello, se valora aún más el esfuerzo y aporte rea-
lizado por autores como Reynolds O., Nikuradse J., 
Prandtl L., Von Kármán T., Colebrook C.F., White C.M., 
Moody L.F., entre otros, que son citados recurrente-
mente con artículos que se publican en la materia, en 
revistas internacionales de investigación científica.

Como es de amplio conocimiento, Colebrook y Whi-
te publicaron en el año 1937, en el Journal “The Royal 
Society”, el artículo: “Experiments with Fluid Friction 
in Roughened Pipes” citando los trabajos del año 1933 
de Nikuradse y Prandtl (Colebrook and White, 1937). 
En 1939 Colebrook publicó el trabajo denominado: 
“Turbulent Flow in Pipes, with particular reference to 

the Transition Region between the Smooth and Rough 
Pipe Laws.” en the Institution Journal, el cual integra 
como parte principal: “A New Theorical Formula for 
Flow in the Transition Region”. Esta fórmula teórica 
para flujos en la Región de Transición ha perdurado 
con el tiempo y se ha estudiado y citado por innumera-
bles autores, es aceptada y validada como el valor más 
preciso en el cálculo del factor de fricción de tuberías 
hidráulicamente lisas y rugosas (Colebrook, 1939). 

Moody en 1944 publicó el texto: “Friction Factors for 
Pipe Flow” en Trans. of the ASME. Moody cita el traba-
jo de Colebrook y White, entre otros, y propone en su 
investigación el famoso diagrama de Moody (1944). 
Este trabajo se ha tomado como base para muchos de 
los cálculos del factor de fricción en tuberías. Ha tenido 
propuestas de mejora, pero en esencia, ha perdurado 
con el tiempo la versión original del diagrama de Moo-
dy. Este diagrama se puede emplear como una solución 
gráfica de la ecuación de Colebrook. Sin embargo, hoy 
existen herramientas que permiten solucionar la ecua-
ción de Colebrook tanto en su forma implícita como 
explícita, sin el uso del enfoque gráfico.

Un gran número de autores han destinado recursos 
y tiempo a resolver la ecuación implícita de Colebrook 
y han propuesto correlaciones explícitas que aproxi-
man el resultado del factor de fricción con mucha preci-
sión, además de simplificar su cálculo. Existen pro- 
puestas de tipo numéricas iterativas (Augusto et al., 
2016), explícitas (Anaya et al., 2014) y algunas incluso 
han sido desarrolladas de manera simple y útil en hojas 
de cálculo (Brkic, 2017).

Como el resultado más relevante del trabajo de Co-
lebrook, la ecuación para determinar el factor de fric-
ción (f) en tuberías para flujos en transición y turbulentos 
está relacionada con el valor de Re y ε/D (rugosidad 
relativa de la tubería) como se presenta en la ecuación 
(1) (Colebrook, 1939):

	 (1)

Donde f es el factor de fricción; Re corresponde al Nú-
mero de Reynolds; y ε/D  a la rugosidad relativa de una 
tubería. A continuación se presenta la ecuación (2) que 
permite el cálculo de Re:

							     
				    (2)

Donde ρ, V y μ, corresponden a la densidad en (kgmasa/
m3), la velocidad media en (m/s) y la viscosidad diná-
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mica del fluido en (Pa s), respectivamente y D al diáme-
tro interno de la tubería en (m). Se puede observar 
claramente que la ecuación (1) es una expresión implí-
cita que requiere una solución exacta o una solución 
numérica aproximada para estimar el factor de fricción. 
Por ejemplo, Anaya et al. (2014) evaluaron diferentes co-
rrelaciones explícitas que predicen el factor de fricción 
para un fluido en una tubería, mediante la comparación 
de valores numéricos de dichos factores respecto a la 
ecuación de Colebrook-White (Anaya et al., 2014). Win-
ning y Coole (2013) en su estudio revisaron 28 ecuacio-
nes explícitas para el cálculo del factor de fricción 
considerando tanto la precisión de la ecuación implícita 
de Colebrook-White y la eficiencia computacional de 
las ecuaciones explícitas.

En efecto, la ecuación (1) habitualmente es llamada 
ecuación de Colebrook-White, a pesar de que esta fue 
publicada solo por Colebrook en 1939 (Colebrook, 
1939). Respecto a esta ecuación, Mikata y Walczak 
(2015) desarrollaron dos soluciones analíticas exactas 
de la ecuación de Colebrook-White, una por recursivi-
dad infinita y otra por el cálculo de una integral. En el 
caso de la recursividad infinita proponen una solución 
aproximada para la ecuación de Colebrook-White, lla-
mada fórmula n-ésima. La clave para alcanzar esta so-
lución, fue utilizar la forma cerrada de la expresión 
para una función asociada a la función W de Lambert, 
llamada función Y que se expresa por una recursión in-
finita que permite observar que el error absoluto dismi-
nuye geométricamente hacia cero dependiendo de la 
profundidad de la recursión. Además, dependiendo de 
la profundidad de recursión elegida para la fórmula  
n-ésima, la solución de esta puede estar por, sobre o 
debajo del valor exacto (Mikata y Walczak, 2015). Re-
cientemente Mikata y Walczak, (2017) plantearon que 
existen tres tipos de soluciones para la ecuación de Co-
lebrook-White. Las soluciones de primera generación 
corresponden a las aproximaciones basadas en ajustes 
de curvas con datos obtenidos de la ecuación Cole-
brook- White como por ejemplo las propuestas desarro-
lladas por Filonenko (1954), Papaevangelou, (2010), 
Buzzelli (2008), entre otros.

Las soluciones presentadas por Brkic (2011) para el 
factor de fricción, aplicando diferentes aproximaciones a 
la función W de Lambert (Brkic, 2011) corresponden a la 
solución formal de la ecuación de Colebrook-White. Es-
tas aproximaciones de la función W de Lambert corres-
ponden a una solución usando series de Taylor, la cual 
alcanza buenos resultados, la solución usando la función 
desplazada de Boyd, función que cuando la aproxima-
ción entregada se usa como primera solución a la fun-
ción W, usando el método de Newton, a la cuarta 

iteración se reduce significativamente el error relativo 
respecto a la solución entregada (Boyd, 2017). Otra solu-
ción para la función W de Lambert es la propuesta por 
Barry y colaboradores la cual entrega valores de errores 
relativos cuando esta se aplica a la solución implícita de 
la ecuación de Colebrook-White, que se encuentra entre 
un 2.5 a 3% dependiendo de los valores de Re y ε/D a 
estudiar (Barry et al., 2000). Finalmente se presenta otra 
aproximación a la función W de Lambert propuesta por 
Winitzki (2003) cuyos resultados son tan precisos como 
los presentados por Barry y colaboradores.

Por último, las soluciones de tercera generación son 
las aproximaciones basadas en soluciones analíticas 
exactas de la ecuación de Colebrook-White. La fórmula 
n-ésima pertenece a las soluciones de tercera genera-
ción y permite facilidad de uso y precisión en los resul-
tados. Esta solución utiliza los mismos coeficientes que 
la ecuación de Colebrook-White, consiguiendo mejor 
precisión al aumentar la profundidad de recursión (n) 
(Mikata and Walczak, 2017). 

Para resolver el valor del factor de fricción utilizan-
do la fórmula n-ésima, es necesario hacer uso de herra-
mientas computacionales que permitan calcular la 
profundidad de recursión para un valor de n alto. Entre 
estas herramientas se encuentra VBA (Visual Basic para 
Aplicaciones) que es el lenguaje de programación de 
Excel con el que se pueden automatizar tareas escri-
biendo las llamadas macros, que se han utilizado en 
algunas aplicaciones de la mecánica de fluidos. Así, Za-
ragoza y Baeza (2003) utilizaron macros para la deter-
minación del diámetro de sistemas de tuberías en flujo 
turbulento, considerando no solamente las pérdidas 
primarias, sino también las pérdidas menores vía la 
ecuación de Colebrook-White estableciendo un sistema 
de ecuaciones recurrentes. La solución de este sistema 
de ecuaciones fue implementada a partir de un algorit-
mo genérico en VBA con lo que se evitó el uso del dia-
grama de Moody (Zaragoza y Baeza, 2003).  Le Roux y 
Brodalka (2004) también utilizaron VBA en el análisis 
de los perfiles de velocidad y su aplicación a estudios 
de trasporte de sedimentos en flujos constantes y uni-
formes en canal abierto. El programa requiere valores 
de entrada como la temperatura del agua, a partir de la 
cual se calculan la densidad y la viscosidad dinámica, 
profundidad y pendiente del canal, velocidades a dife-
rentes alturas sobre el lecho, longitud y altura del mis-
mo. Esta macros permite realizar procesos estandarizados 
en Excel, como es borrar la hoja de cálculo antes de ana-
lizar nuevos perfiles, actualizar las fórmulas, corregir los 
perfiles de velocidad, calcular el gradiente de velocidad 
y guardar los datos en una hoja separada para un análi-
sis posterior (Le Roux y Brodalka, 2004). Por último, 
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Duarte y Duarte (2015) establecieron el algoritmo com-
putacional para el análisis nodal del flujo multifásico 
vertical en tuberías y presentaron el código implementa-
do en Microsoft Excel VBA 2010, el cual además valida-
ron  mediante un software comercial.

Así, el objetivo del presente trabajo es la evaluación 
experimental de la solución analítica exacta de la ecua-
ción de Colebrook-White determinada mediante el uso 
de macros de Excel y compararla con la solución numé-
rica utilizada para predecir el factor de fricción en una 
tubería cilíndrica en flujo turbulento.

Desarrollo

Métodos y pruebas realizadas

Las mediciones se realizaron en un sistema construido 
dentro de un Laboratorio de Hidráulica. En las Figuras 
1 y 2 se muestra el sistema para determinar el factor de 
fricción experimental fexp utilizando la ecuación (6) de 
Darcy-Weisbach. Este sistema consiste en una bomba 
centrífuga (REGGIO, STM 50), una tubería de PVC PN-
10 de 26 mm de diámetro interior y codos cortos de 
PVC de 90°, tees de PVC, dos conectores de acero para 

instalación de las conducciones del manómetro diferen-
cial, válvulas de globo y un estanque graduado de des-
carga para medir el volumen. También se utilizó un 
manómetro diferencial (PSE-910) y un cronómetro 
(KENKO, KK-2802). Se midió el caudal usando el méto-
do volumétrico, para lo cual se realizaron 5 mediciones, 
y en cada una de ellas se verificó el largo o distancia 
entre los puntos de control de presión (L), junto con el 
diámetro interior (D) y la rugosidad (ε) de la tubería. En 
el estanque acumulador de agua con control de volu-
men, se midió el tiempo (t) que demoraba en llenar 20 
litros. De esta forma con la ecuación (3) se puede deter-
minar la velocidad de escurrimiento al interior de la 
tubería.








 ×









=

4

2D
t

Vol

V
π

						    
				    (3)

Donde V es la velocidad de escurrimiento en (m/s), Vol 
es el volumen igual a 0.02 m3, t es el tiempo en (s) que 
demoró en llenar el volumen antes indicado, D es el 
diámetro interior de la tubería igual a 0.026 m y π es 

Figura 1. Esquema del sistema experimental para determinar el factor de fricción

Figura 2. Fotografías del sistema 
experimental
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igual a 3.1416. Al mismo tiempo, se midió la diferencia 
de presión (h) en el manómetro diferencial. Los valores 
obtenidos se reemplazan en la ecuación (4) para poder 
determinar fexp

2exp
2

VL
gDhf

×
×××

= 						   
				    (4)

Donde g es la aceleración de gravedad igual a 9.8 (m/s2) 
y L es la longitud de tubería recta entre los puntos de 
control de presión correspondiente a 1.0 m.

Cálculos y modelos matemáticos

Solución analítica exacta de la ecuación de  
Colebrook-White

Según lo planteado por Mikata y Walczak (2015), si se 
presenta la ecuación (1) de la forma en que se muestra 
en la ecuación (5).
		
							     

(5)

Con:

Si se considera la función W de Lambert definida en la 
ecuación (6) como:

)(xWWxeW W =⇔=
					   

				    (6)

Reordenando la ecuación (6) con las variables p, q y r 
que a continuación se presentan:

31
32

1
cc
qrpccq

f
p =+==

 	

(7)

Esta se trasforma en la ecuación (8).

[ ])/()/1(

31

321
1 ccccr oe
cc

er +=
					  

			   (8)

Y acomodando a la función W, se obtiene la ecuación (9).
					   

		
(9)

Resolviendo la ecuación (9) para p definido en ecuación 
(7) se obtiene una solución exacta de la ecuación de 
Colebrook-White en términos de la función W de Lam-
bert, que se presenta en la ecuación (10).

[ ]

3

2)/()/1(

31
1

321
11

c
ce

cc
Wc

f
cccc o −








= +

				  
	           (10)

Como el argumento de la función W de Lambert en la 
ecuación (10) es generalmente muy grande, es conve-
niente introducir otra función llamada función Y. Así la 
ecuación (10) se puede escribir de la siguiente forma:

		            (11)

Donde la función Y está definida como:

)(xYYxLnYY =⇔=+ 		            (12)

Esta función Y es exactamente la misma función que la 
función ω definida por Clamond (2009) y también por 
Lawrence y colaboradores (2012) donde la función se 
llama función Wright ω (Clamond, 2009; Lawrence et 
al., 2012). El nombre de la función se cambió porque la 
función W de Lambert, es a veces también llamada fun-
ción omega (Clamond, 2009). Finalmente, de las ecua-
ciones (6) y (12) se obtiene lo siguiente:

)()( xeWxY = 				              (13)

Usando la ecuación (13) en la ecuación (11) se obtiene: 

oxxYc
f

−= )(1
11

					   
			             (14)

donde:

                                                                                                            (15)

                                                                        (16)

La ecuación 14 es una solución exacta de forma cerrada 
de la ecuación de Colebrook-White en términos de la 
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función Y. Usando las ecuaciones (12) y (14) para un x1 
mucho mayor que 1, para rangos prácticos de Re y ε/D 
como los del diagrama de Moody (Moody 1944), la so-
lución de la ecuación de Colebrook-White obtenida es:

oxxYc
f

−= )(1
11 (x1 > 1)		   (17)

Donde x0 y x1 fueron definidas anteriormente, además 
Y(x) está dado por la ecuación (13), por lo tanto tene-
mos:

        					              (x1 > 1)	
		            

(18)

Finalmente, reemplazando la ecuación (18) en la ecua-
ción (17) se obtienen las ecuaciones (19), (20), (21) y (22).

	           (19)

     (20)

	

				              (21)

				              
(22)

Donde, fn es la enésima aproximación para el valor 
exacto de f, que corresponde al factor de fricción de 
Colebrook-White exacto (Solución analítica) (Mikata 
and Walczak, 2017)

Solución numérica de la ecuación de  
Colebrook-White

La ecuación (1) de Colebrook-White es ampliamente uti-
lizada para determinar el factor de fricción para flujos 
turbulentos en tuberías rugosas. Se puede apreciar que 
la ecuación (1) se expresa de forma implícita para f y re-
quiere una solución iterativa para determinar su valor. El 
método adecuado para encontrar una raíz y que esta sea 
estable es el método de Newton. La solución aproxima-
da del método se basa en el siguiente algoritmo:

				             (23)

En el método de Newton, la ecuación (23) se utiliza 
para calcular el factor de fricción a partir de un valor 
inicial dado y que permite estimar el siguiente valor de 
iteración, con el fin de encontrar la solución a la ecua-
ción (1) del factor de fricción. La ecuación (1) de Cole-
brook-White puede reordenarse reemplazando el valor 
de F=1/√f y ser expresada mediante una nueva relación 
g( F ) tal como se muestra en la ecuación (24).

	           (24)

Si se asume la ecuación (24) como una función que es 
siempre continua y diferenciable, se puede obtener la 
derivada de la función respecto a F, cuya deducción se 
presenta en el Anexo A y que se muestra en la ecuación 
(25). 

                                                            .	           (25)

La ecuación (25) tiene capacidad de rápida convergencia, 
particularmente si hay una estimación adecuada del valor 
inicial del factor de fricción (Augusto et al., 2016; Najafza-
deh et al., 2018). En este trabajo la ecuación (1) se resolvió 
utilizando el método de Newton (Koçak, 2011).

Discusión y análisis de resultados

La Figura 3 muestra el gráfico de caja, que presenta la 
mediana (línea dentro de la caja), el promedio (cuadra-
do dentro de la caja), el primer cuartil (25% de los da-
tos), el tercer cuartil (el 75% de los datos), el valor 
mínimo (5% de los datos) y el valor máximo (95% de los 
datos) del factor de fricción experimental medido en 
quintuplicado utilizando la ecuación (4), además se cal-
culó su límite de confianza utilizando la ecuación (26).

La Figura 4 muestra la comparación de los resulta-
dos obtenidos para el cálculo de f, utilizando la solu-
ción analítica exacta y las diferentes propuestas 
mencionadas en este trabajo con su respectivo porcen-
taje de error respecto al valor experimental, presentan-
do la correlación de Brkic el mayor porcentaje de error 
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con 2.69%, seguida del valor obtenido utilizando el grá-
fico de Moody con 0.58%, luego Filonenko con 0.42% y 
las soluciones de la W de Lambert de Winitzki y Boyd 
con 0.33% y 0.10%, respectivamente. Finalmente las co-
rrelaciones de Papaevangelou con 0.06%, Buzzelli y 
Colebrook-White con 0.01%, la solución de la W de 
Lambert de Barry con 0.001% y la solución analítica 
exacta con un 0.0000% son las que presentaron los me-
nores porcentajes de error.

A continuación se muestra la ecuación (26) para el 
cálculo del límite de confianza:

		         (26)

donde
 
L.C. 	 = límite de confianza 
fexp,prom 	 = factor de fricción promedio 
t95%  	 = valor t de Student para n-1 grados de libertad    

   a 95% de confianza 
s 	 = desviación estándar 
n 	 = número de réplicas

En este caso el L.C. es igual a 0.02242677 ± 0.002190. 
Cada uno de los valores del factor de fricción calcula-
dos mediante la fórmula n-ésima y la solución numéri-
ca de Newton fueron evaluados y comparados respecto 

a su error relativo porcentual con el factor de fricción 
experimental promedio, los que se muestran en la Tabla 
1. El error relativo porcentual se calculó utilizando la 
ecuación (27):

100%
exp,

exp, ×
−

=
prom

predprom

f
ff

E 		         (27)

Donde fpred es el factor de fricción obtenido para la fór-
mula n-ésima y para la solución numérica de Newton 
indicadas en la Tabla 1, considerando una rugosidad (ε) 
de 0.0015 mm para PVC (Neto y Porto, 2004) y ε/D (ru-
gosidad relativa de la tubería) igual a 0.0000576923. En 
el caso de la correlación de Colebrook-White, el factor 
de fricción se obtuvo utilizando un programa en C++ 
para el método numérico de Newton y una macro de 
Excel para evaluar la fórmula n-ésima, la cual se pre-
senta en la Figura 5.

La Tabla 1 muestra los resultados obtenidos para el 
factor de fricción con cada una de las aproximaciones de 
la fórmula n-ésima obtenidas con la macro de Excel y el 
error relativo porcentual respectivo. El estudio se basa 
en la evaluación experimental del valor del factor de fric-
ción, encontrándose que el aumento en la profundidad 
de recursión aproxima de mejor manera el valor obteni-
do por la ecuación de Colebrook-White para un rango de 
valores de Número de Reynolds de baja turbulencia, 
comprendido entre 37.079 ≤ Re ≤ 38.703.

Figura 3. Gráfico de caja del factor de fricción experimental

Figura 4. Gráfico que presenta los resultados de diferentes 
propuestas de cálculo para el factor de fricción. La línea roja 
representa el valor experimental
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La Tabla 1 muestra el valor del factor de fricción con 
15 decimales lo que solo tiene por objetivo resaltar la 
diferencia numérica entre los distintos valores calcula-
dos en función de la profundidad de la recursión n.

La Figura 6 muestra la gráfica de los valores del 
error relativo porcentual asociado a la profundidad de 
la recursión, donde se puede apreciar la oscilación del 
valor del error relativo porcentual respecto a un valor 
constante del error. Este valor constante representa el 
error relativo porcentual del valor experimental versus 
la solución exacta de la fórmula n-ésima, lo cual es con-
cordante con lo plateado por Mikata y Walczak (2017), 
en lo que respecta a la forma de oscilación del error. 

El método de Newton es uno de los métodos clási-
cos utilizados para la determinación numérica de ecua-
ciones no lineales y de fácil aplicación y rapidez en su 
implementación. Como se indicó para dicha resolución 
se utilizó un programa en C++, cuya salida de datos se 
entrega en la Tabla 2.

El resultado de Xi corresponde a F=1/√f, con el que 
se calcula el valor para el factor de fricción obtenido 
mediante la solución numérica de Newton de la ecua-
ción de Colebrook-White y que presenta un valor de 
0.0224321, por lo que este valor genera un error relativo 
porcentual de 0.02378591%. 

Sub Mikata2015() 1 
    Dim n, fila, Error1, Error2 As Integer 2 
    Dim Re, ED, C1, t, X2, X1, X3, F, Factor, Error, E1, E2 As Double 3 
 4 
'Las variables X1, X2 y X3 no guardan relación con las variables x0 y x1 5 
'del texto principal y solo se utilizan para la resolución numérica interna de la subrutina 6 
'Lectura de variables Re, E/D y n desde el Formulario 7 
'Cálculo de Constantes y variables para la determinación de f 8 
     9 
    Re = Range("C5").Value 10 
    ED = Range("C7").Value 11 
    n = Range("C9").Value 12 
    C1 = 2 / Log(10) 13 
    t = (1 / C1) * Re / 2.51 14 
    X2 = Log(t) 15 
    X1 = X2 + t * ED / 3.7 16 
    X3 = X1 17 
 18 
'Ciclo para el cálculo de Factor de fricción 19 
'Fórmula n-ésima 20 
     21 
    For i = 1 To n Step 1 22 
        fila = 12 + i 23 
        ActiveSheet.Cells(fila, 2) = i 24 
        F = C1 * (X2 - Log(X1 - Log(X3))) 25 
        ActiveSheet.Cells(fila, 3) = F 26 
        Factor = (1 / F) ^ 2 27 
        ActiveSheet.Cells(fila, 4) = Factor 28 
        X3 = X1 - Log(X3) 29 
    Next i 30 
 31 
'Ciclo para el cálculo del error relativo de f 32 
     33 
    For i = 1 To n - 1 Step 1 34 
        Error1 = 12 + i 35 
        Error2 = Error1 + 1 36 
        Cells(Error1, 4).Select 37 
        E1 = Cells(Error1, 4).Value 38 
        Cells(Error2, 4).Select 39 

Figura 5. Código de Macro en Excel para 
evaluar la fórmula n-ésima del factor de 
fricción
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Tabla 1. Factor de fricción y error relativo porcentual de la solución analítica exacta de la ecuación de Colebrook-White

Profundidad de la Recursión (n) Factor de fricción Error relativo porcentual %

1 0,0222606710084215 0,7416462

2 0,0224537397748318 0,1192303

3 0,0224293785322303 0,0106057

4 0,0224324384636314 0,0242496

5 0,0224320538962749 0,0225349

6 0,0224321022246198 0,0227504

7 0,0224320961511713 0,0227233

8 0,0224320969144239 0,0227267

9 0,0224320968185056 0,0227263

10 0,0224320968305597 0,0227263

11 0,0224320968290449 0,0227263

12 0,0224320968292352 0,0227263

13 0,0224320968292113 0,0227263

14 0,0224320968292143 0,0227263

15 0,0224320968292139 0,0227263

16 0,0224320968292140 0,0227263

17 0,0224320968292140 0,0227263

18 0,0224320968292140 0,0227263

19 0,0224320968292140 0,0227263

20 0,0224320968292140 0,0227263

21 0,0224320968292140 0,0227263

Figura 6. Valor de la recursión escogida (n) versus el porcentaje 
de error
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Conclusiones

En el presente trabajo se construyó un sistema 
hidráulico para la determinación experimental del 
factor de fricción en una tubería de PVC en flujo turbu-
lento, el cual permitió evaluar de forma experimental el 
factor de fricción comparándolo con el obtenido por 
medio de la fórmula n-ésima como aproximación de la 
solución exacta de la ecuación de Colebrook-White, las 
correlaciones de Papaevangelou, Buzzelli, Brkic, las so-
luciones basadas en la W de Lambert de Barry, Winitzki 
y Boyd y el valor obtenido utilizando el grafico de Moo-
dy presentaron un porcentaje de error mayor que el al-
canzado empleando la solución analítica exacta. La 
fórmula n-ésima predijo el factor de fricción con un 
error relativo que tiende a converger dependiendo de la 
profundidad de la recursión utilizando una macros de 
Excel en lenguaje VBA. 

El aporte principal del presente trabajo fue la eva-
luación de la fórmula n-ésima del factor de fricción y su 
comparación con los resultados experimentales obteni-
dos en el laboratorio y a los obtenidos por otros autores 
utilizando diferentes metodologías de cálculo, donde 
se puede destacar que la solución exacta entrega valo-
res muy similares a las propuestas de Filonenko (1954), 
Papaevangelou et al. (2010), Buzzelli (2008) y función W 
de Lambert creada por Winitzki (2003) y Boyd (2017), lo 
que permitió probar la validez de la predicción de la 
fórmula con un caso real, con un error relativo porcen-
tual menor al predicho por la solución numérica de 
Colebrook-White.

Anexo A

Complemento derivada ecuación Colebrook-White

Para la determinación del factor de fricción en flujos 
turbulentos para tuberías rugosas se utiliza la ecuación 
(A.1) de Colebrook-White. Esta relación tiene una for-
ma implícita para el valor de f, tal como sigue:

							     
        (A.1)

donde 

f = factor de fricción de la tubería 
Re = número de Reynolds  
ε/D = rugosidad relativa de la tubería

Si se reescribe la ecuación (A.1) reemplazando el valor 
F=1/√f y luego despejando la expresión, se tiene:

							     
        (A.2)

Derivando de manera implícita la ecuación (A.2) res-
pecto a la variable F, se obtiene lo siguiente:

				            (A.3)

Utilizando la derivada implícita para F se tiene que:

							     
		          (A.4)

Por lo tanto, la derivada de la función g(F) respecto a F 
es:

						              
(A.5)

Reescribiendo la expresión anterior se tiene:
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Tabla 2. Resultados iteración método de Newton para el factor de fricción

i Xi G(Xi) Error de Iteración

0 4.83854 -210.6770000 5.065880000

1 6.62467 -0.058647900 2.048120000

2 6.67652 -0.000257486 0.058390400

3 6.67675 -1.00790E-06 0.000256478

4 6.67675 -3.94323E-09 1.00E-06

5 6.67675 -1.54268E-11 3.93E-09
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        (A.6)

La ecuación (A.6) es la derivada de la función g(F) que 
se ha empleado en el programa desarrollado en lengua-
je C++ y que permite iterar y encontrar la solución nu-
mérica del factor de fricción para la ecuación (A.1) de 
Colebrook-White (Augusto et al., 2016; Najafzadeh et 
al.,  2018)
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