Ingenierfa Investigacion y Tecnologia, ISSN 2594-0732, 1.1, 27-34, 2001
(articulo arbitrado)
DOL: http://dx.doi.org/10.22201/£i.25940732¢.2001.02n1.003

Regresando a la division: el inverso del método del
Campesino Ruso, enfoque recursivo

M.A. Murray-Lasso
Unidad de Ensenianza Auxiliada por Computadora
Departamento de Ingenieria de Sistemas. Division de Estudios de Posgrado
Facultad de Ingenieria, UNAM

(recibido: abril de 1999; aceptado: diciembre de 2000)

Resumen

La ensefianza de la recursion dificilmente se logra exhibiendo versiones recursivas de funciones como
factorial y potencias como pretenden algunos libros de texto. Es necesario introducirse en mas detalles
procurando que los ejemplos no sean tan complejos, ya que complican mas la ensefianza que el propio
tema de la recursidon. Las operaciones aritméticas elementales (suma, resta, multiplicacién y division)
proporcionan ejemplos de procesos recursivos ampliamente conocidos por los estudiantes, por lo tanto,
son buenos candidatos para ilustrar recursiones no triviales. Este articulo trata en detalle la division de
nimeros enteros positivos partiendo de una cuenta de restas reiteradas (que para hacerla eficiente en caso
de divisores grandes hay que restarle reiteradamente al dividendo, no solamente el divisor, sino diversos
multiplos del divisor estratégicamente escogidos). Se inicia por exhibir el método del Campesino Ruso
(que coincide con un antiguo método egipcio) para multiplicar dos nimeros. La inversion de dicho
proceso, produce un método de divisién que aparentemente no ha sido discutido en la literatura. Se
analiza la conexion tanto del método del Campesino Ruso como de su inverso, con el sistema binario de
numeracion. Al generalizar este método a otras bases, queda en evidencia que se trata del método que se
ensefia en la escuela primaria. Se hacen generalizaciones adicionales y se analizan como procedimientos
recursivos, los cuales se programan en el lenguaje Logo. La conexidn que se logra entre los temas descritos
iluminara a los profesores de matematicas tanto para el proceso de recursion, como para la verdadera
esencia de la operacion de division.

Descriptores: recursion, division, Logo, aritmética, Campesino Ruso

Abstract

The teaching o frecursion can hardly be accomplished by showing recursive versions ofthe factorial and
powerfunctions as attempted by some textbooks. It is necessary to go intofurther detail with examples
selected so that recursion and not the example itselfbecomes the difficultpari oftheprocess. Elementary
arithmetic operations such as addition, subtraction, multiplication and division are processes which are
well known to students andprovide non-trivial examples o frecursive processes, and are therefore good
examples to use in teaching the topic. In the article the process ofdivision o fwhole positive numbers is
analyzed in detail startingfrom thefaci that division is the counting of repeated subiractions which may
be inefficient if the divisor is large and could be made more efficient if we subtract carefully chosen
multiples ofthe divisor. The article starts by disclosing the Russian Peasant Method of multiplication
(which coincides with an ancient Egyptian method). The inversion o fthis process becomes a methodfor
division that has apparently not been discussed befare in the literature. The connection of both the
Russian Peasant Method and its inverse with the binary system o fnumbers is analyzed. When this method
is generalized to other number bases it becomes evident that it is a particular case of the method
ordinarily taught in elementary school. Further generalizations are introduced and analyzed as
recursive processes that are programmed in Logo language. The connections made between the topics
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referred to willprovide illumination to mathematics teachers not only in theprocess o frecursion but also

in the division process itself.

Keywords: recursion, division, Logo, arithmetic, Russian Peasant Method

Introduccion

El profesor interesado en el uso de las computadoras como
apoyo en el proceso ensefianza-aprendizaje, siempre busca
métodos adicionales para ilustrar conceptos importantes
en areas como matematicas y ciencias de la computacion.
La recursion es uno de los topicos en ciencias de la com-
putacion en el cual los estudiantes tienen mayores proble-
mas, por lo que se han buscado formas adicionales para
enseflarla. Algunos libros introductorios de computacion
muestran la recursion, exhibiendo y analizando la versidfi
recursiva de la funcion factorial o la funcion de elevar a
una potencia (Levine, 1993). Esto no es suficiente para un
tema tan rico con tantas facetas. Se ha concluido que las
cuatro operaciones elementales de la aritmética se prestan
aun tratamiento recursivo muy revelador. Los matemati-
cos que se interesan en los fundamentos del analisis
aseguran que todas las funciones computables se pueden
calcular utilizando la recursion (Landau, 1951 y Hermes,
1965).

Al estudiar el enfoque recursivo de la multiplicacion
surge uno de los esquemas alternativos para multiplicar
dos numeros, llamado el método del Campesino Ruso
(Bowers, 1961; Ore, 1976 y Menninger, 1992) que también
fue utilizado en la antigiiedad por los egipcios (Lara, 1983;
Ore, 1976 y Menninger, 1992) y que esta intimamente rela-
cionado con la representacion binaria de los nimeros. El
método se puede generalizar a otras bases numéricas y su
generalizacion a la base decimal nos lleva a los esquemas
de multiplicacion que se ensefian en la escuela primaria
(Murray, 1995). Al estudiar el enfoque recursivo de la divi-
sion, se puede dividir utilizando el inverso del método del
Campesino Ruso de multiplicaciéon y la generalizacion de
este método al sistema decimal también nos lleva al
esquema que se ensefia ordinariamente en la escuela para
dividir. El método del Campesino Ruso funciona para
multiplicar en varios libros de aritmética y de matematicas
recreativas; sin embargo, no se ha encontrado suinverso en
ninguno de ellos. Por lo anterior, se considera que seria de
interés mostrar este sencillo método y como se presta a un
enfoque recursivo, asi como su generalizacion que lleva al
método ordinario de divisién en notacion decimal. Para
ilustrar la recursion se utilizara el lenguaje LogoW riter
para la PC porque se trata de un lenguaje educativo
popular entre los docentes interesados en el computo
educativo y porque, siendo un derivado de LISP, un
lenguaje cuyo mecanismo de control de eleccidn es la
recursion, se presta muy bien para ilustrarla.

Enfoque recursivo de la divisién

La operacion de division es la inversa de la multiplicacion.
Siel primer factor es F1 y el segundo F2, el resultado del pro-
ducto es el resultado de sumar F2 un numero de veces igual a
F1, o lo que es lo mismo, sumar F1 un numero de veces igual
a F2. Dividir, por otro lado, significa encontrar cuantas
veces cabe el divisor en el dividendo y cuantas veces pode-
mos restarle el divisor al dividendo manteniendo el
resultado no negativo (positivo o cero). Basados en esta
idea, se puede escribir un procedimiento recursivo en Lo-
go para implantar la divisién por restas sucesivas como
sigue:

PARA DIVISION :N :D

SI :N< :D [REO]

RE 1 + DIVISION :N - :D :D

FIN

donde N es el numerador o dividendo y D el denomi-
nador o divisor.

Este procedimiento recursivo es practico cuando el resul-
tado de la division, o sea, el cociente, es relativamente
menor, ya que el procedimiento requiere un nimero
pequefio de restas. Cuando el cociente es grande, el nimero
de restas lo es también y el procedimiento se torna inefi-
ciente tanto en tiempo, como en uso de memoria. Por esta
razon conviene buscar mejores maneras de hacer la division.

El método del Campesino Ruso para multiplicar

En lugar de introducir una notacién compleja con indices
para explicar el método del Campesino Ruso para multiplicar,
mejor se utilizarad un ejemplo ilustrativo. Supdngase que se
quiere multiplicar 42 por 79. Se colocan los factores como ca-
bezas de dos columnas. Para obtener los siguientes numeros
en la primera columna, se saca la mitad al numero del renglén
anterior, ignorando los restos cuando los haya, hasta que se
llegue a la unidad como se muestra en la figura 1.

42-....... - 79

21 158

10 316
5 632
2 1264
1 2528

Figura 1
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Para obtener los numeros sucesivos de la segunda columna
(encabezada por el segundo factor), dupliquese el nimero
del renglén anterior. El procedimiento termina al llegar al
rengléon que corresponde al 1 de la primera columna, como
se muestra en la figura 1. Ahora tachense los renglones que
tienen un numero par en la primera columna. Las filas que
se deben tachar en la figura 1 son las que corresponden a
los pares de nimeros: [42,79]; [10,316]; y [2,1264]. El re-
sultado de la multiplicacion se obtiene sumando los
numeros no tachados en la columna de la derecha en la fi-
gura 1. Este resultado es:

158 + 632 + 2528 = 3318

El resultado se puede verificar utilizando métodos
convencionales de multiplicacion.

Conexion entre el método de multiplicacion del
Campesino Ruso y el sistema binario de
numeracion

Para convertir un nimero en el sistema decimal al sistema
de numeracion binaria se puede utilizar el siguiente proceso:

Se toma el nimero y se divide entre dos; después se
toma nota del cociente y del resto. El cociente de la opera-
cion anterior se divide entre 2 y se anota el cociente y el
resto. Se procede de la misma manera hasta que uno de los
cocientes sea cero. Posteriormente, se toman los restos y se
yuxtaponen en orden inverso al que aparecieron, formando
un numero cuyos digitos son ceros y unos. Este numero es
la representacion binaria del nimero decimal del que se
partié6 (Conte y Boor, 1980).

Si este proceso se le aplica al nimero 42 se obtiene la
siguiente secuencia de cocientes y restos: (se incluye el
numero original en la lista de cocientes)

Cocientes: 42 21
Restos: 0 1

10 5 2 1
010 1

Al yuxtaponer los restos en orden opuesto al que se
obtuvo se tiene el nimero binario 101010 el cual repre-
senta lo siguiente:

1x25 +0x24 + 1x23 +0x22+ 1x2
= 32 4+ 0+ 8 + 0o + 2 + 0
= @

+0x2°

Ahora se escribe la multiplicacion 42 x 79 de la
siguiente manera:

42 x79 = (1x25+ 1x23 + 1x21)x79= (32 + 8 + 2) x 79
2528 + 632 + 158 = 3318

Notamos que en el método del Campesino Ruso para mul-
tiplicar, los numeros de la columna derecha que fueron
sumados para obtener el resultado (aquellos que no fueron
tachados) son precisamente 2528, 632 y 158. También
quedo demostrado que los cocientes sucesivos son precisa-
mente los numeros de la primera columna de la figura 1.
De esa forma es muy sencillo predecir el resto en una divi-
sion entre 2: siel dividendo es impar el resto es 1, mientras
que si es par, es 0. La razdn por la cual se tacharon ciertas
filas es que corresponden alos términos que tienen multi-
plicador cero, ya que el resto correspondiente es nulo, pues
eLdividendo es par. Los numeros que no fueron tachados
corresponden a 79, multiplicado por las potencias de 2 que
tienen resto 1pues el nimero dividido es impar. Por la ma-
nera en que se calcula la segunda columna de la figura 1, lo
que se obtiene al final es el producto de 42 (expresado co-
mo una suma de potencias de 2) por 79.

El inverso del método del Campesino Ruso para
la divisién

Supdngase que queremos dividir 3318 entre 42. El método
inverso del Campesino Ruso consiste en lo siguiente:

Formar dos columnas de nimeros encabezados por lyel
divisor, como se muestra en la figura 2.

—
O')CX)-PI\J_L
w
w
»

Figura 2

Los numeros en las filas debajo del encabezado se obtie-
nen duplicando el nimero de la fila de encima como se
muestra en la figura 2. Los calculos se contintian hasta
que el siguiente nimero que se escribe en la segunda co-
lumna exceda al numerador o dividendo (para el
ejemplo 3318). Acontinuacidnse construye un resto
cambiante que se inicia restando del dividendo el nume-
ro mas grande de la columna derecha que no produce un
resultado negativo. Por la manera en que se construye la
tabla de la figura 2 el Gltimo niimero en la columna dere-
cha siempre cumple esta condicidn. Después de la
primera resta, el mas grande numero de la columna dere-

cha que se le puede restar al resto cambiante sin
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resultado negativo es el que cumple la condiciéon. Se ta-
chan las filas que no cumplen la condicion y se continta el
proceso hasta que el resto cambiante sea menor que el divi-
sor que encabeza la columna derecha. Este Gltimo resto es
el de toda la division. El cociente se obtiene sumando los
nimeros no tachados en la primera columna. Para el ejem-
plo, las restas sucesivas son: 3318 - 2688 = 630; 630 -
336 = 294; 294- 168 = 126; 126 - 84 = 42,42 -42 = 0.
Las restas exitosas corresponden a las filas no tachadas
en la figura 2. De dicha figura el cociente es

1+2 + 4+ 8+ 64 =79

con un resto de 0, ya que ese fue el resultado de la
ultima resta.

El inverso del método del Campesino Ruso para
la divisién como una recursiéon

Escribamos procedimientos Logo recursivos para implantar
el método inverso del Campesino Ruso de division para cal-
cular N/D. Se hace través de dos procedimientos, mas un
tercero que los llama. En el primer procedimiento llama-
do COLUMNAS calculamos las potencias sucesivas de 2
utilizando el parametro Py sus productos con el divisor que
no excedan al dividendo, utilizando el pardmetro D. Para
no tener que calcular estas cantidades de nuevo se almace-
nan en la LISTA que es la salida del procedimiento.
Inicialmente LISTA esta vacia y se construye con sublistas
de dos elementos que corresponden a las dos columnas de
la tabla de la figura 2.

PARA COLUMNAS :N :D :P :LISTA

SI :D< :N [RE :LISTA]

DA “LISTA PUL (LISTA ;P :D) :LISTA

RE COLUMNAS :N 2 *:D 2 *:P :LISTA

FIN

En un segundo procedimiento INVRUSO utilizamos la
lista de salida de COLUMNAS para calcular el cociente
con el método inverso del Campesino Ruso presentado en
la seccion anterior.

PARA INVRUSO :N :LISTA

SI VACIA? {LISTA [REO]

SIOTRO NO (PR UL jLISTA) <N [RE (PR UL+
iLISTA) + INVRUSO |N- (UL UL jLISTA) MUL
iLISTA] [RE INVRUSO ;N MUL jLISTA]

FIN

El tercer procedimiento, DIVISIONICR, simplemente
llama a los otros dos procedimientos y da como salida el
cociente N/D.

PARA DIVISIONICR N {D

RE INVRUSO ;N (COLUMNAS N ;D 1[]) FIN

Si se teclea ES DIVISIONICR 3318 42 en el centro de
mandos, se obtiene la respuesta 79 en el area de trabajo de
LogoWriter.

Generalizacion del método inverso del Campe-
si o Ruso para la divisién

Si en lugar del sistema de numeracion binario se utilizan
otros sistemas de numeracion se puede generalizar el inver-
so del método del Campesino Ruso para dividir. Tomemos
como ejemplo el sistema ternario (base 3). El primer paso es
construir dos columnas encabezadas por los numeros 1y el
divisor, triplicando los nimeros en ambas columnas para
cada fila hasta que el siguiente nimero en la segunda co-
lumna excede al dividendo, como se muestra en la figura 3.

1 42
3 126
9 378
7 1134

NNDN

Figura 3

Ahora se calcula un resto cambiante, excepto que en vez de
una sola resta para cada nimero se intenta restar cada nimero
de la columna 2 cuantas veces se pueda sin que se obtenga un
resultado negativo. Los intentos se hacen de mayor a menor
entre los nimeros de la columna 2. Por la manera como se
construyo la tabla siempre se puede restar el ultimo nimero de
la columna 2 por lo menos una vez. Se escrie en una tercera co-
lumna el numero de veces que se puede realizar cada resta.
Para un sistema ternario ningin numero en la tercera columna
debe exceder 2. Las restas sucesivas son: 3318 - 1134 =2184;
2184-1134 = 1050; 1050-378 = 672; 672 - 378 = 294; 294
- 126 = 168; 168 - 26 = 42;42 - 42 = 0. Elntimero de restas
de cada numero diferente en la segunda columna se muestra
en la tercera columna de la figura 3. El ultimo resultado de las
restas es el resto de toda la division. En este caso resulta 0.

El cociente se calcula multiplicando los numeros en
la tercera columna por los nimeros en la primera columna y
sumando. En nuestro caso el cociente es: 2x27 + 2x9 +
2x3 + 1x1= 54+ 18 + 6+1 = 79 como en el método
original.

El lector debera notar que el método inverso del
Campesino Ruso esta basado en la féormula

dividendo = cociente x divisor + resto

donde el cociente queda expresado como la suma de
productos de unos coeficientes por potencias de la base
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numérica que se escogid. Para expresar adecuadamente el
cociente en el sistema numérico de base b, los coeficientes
deben ser todos menores que la base. En el caso de la base
2, los coeficientes deben ser 0 6 1; ésa es la razon por la cual
basta tachar los nimeros que corresponden a 0. En un
sistema ternario, en contraste, los coeficientes pueden ser
0,1 6 2. Encontrar los coeficientes en laexpresion del divi-
dendo es muy similar a tener un conjunto de objetos y
contarlos en el sistema de base b. Lo que se hace es tratar
de ver cual es el tamafio del mayor conjunto que se puede
formar con b a alguna potencia. Por ejemplo, sila base es 10
y el nimero de objetos es mas grande que cien y menor que
mil, se formarian tantos conjuntos de cien como se
pudiera. Los objetos restantes que no completaran el
ultimo ciento, se dividirian en tantos conjuntos de diez
objetos como se pudiera y posiblemente quedarian algunos
objetos fuera. Estos ultimos quedarian tal cual como
Si en vez de base 10 se utiliza la base 3, la
primera cosa adeterminar seria cual es la potencia de 3 con

unidades.

la que se formarian los conjuntos mas grandes. Podrian
formarse 1 6 2 de estos conjuntos. Los restantes se agrupa-
rian en conjuntos de 3 elevado auna potenciaigual ala de
los mayores menos uno. Trabajando de igual forma even-
tualmente se llega a las unidades. El método garantiza
expresar el numero total en el sistema numérico de baseb,
porque necesariamente todos los coeficientes estaran
entre 0 yb—1, ya que si en algin caso apareciera un numero
mayor o igual que b esto significaria que en el paso anterior
se hubiera podido formar por lo menos un conjunto
adicional.

La division decimal como un caso particular del
método generalizado inverso del Campesino Ruso
para dividir

Se utilizara el sistema de numeracion decimal o de base 10,
para dividir 3328 entre 42, utilizando la generalizacion
del método inverso del Campesino Ruso formariamos la ta-
bla de la figura 4.

1 42
10 420
Figura 4

Se debe averiguar cuantas veces podemos restar 420 de
3328 y deduciriamos 7 con resto 388. Luego se encon-
trard que se puede restar 42 hasta 9 veces dejando un
resto de 10. De lo anterior se deduce que el cociente es
7x10 + 9x1 = 79. Ahora, si se compara lo hecho con el

proceso normal de divisién que se ensefla en la escuela,
determinar el nimero de veces que se puede restar 420 de
3328 es lo mismo que dividir 3328 entre 420 (que es lo mis-
mo que dividir 332.8 entre 42). Esto nos da 7, la primera
cifra del cociente. Se encuentra el resto al hacer la resta de
3328 el producto de 7 por 420. Esto nos da como resultado
388. Luego, encontrar cuantas veces se puede restar 42 de
338 es lo mismo que encontrar el cociente de 388 entre 42.
Obtenemos como respuesta 9. Se calcula el resto restando
de 388 el producto de 9 x 42, lo que deja un resto de 10

(Fig- 5)

79
4213328
-2940
388
-378

10

Figura 5

De la figura 5 vemos que el proceso de “bajar el 8" después
de la determinacion de la primera cifra del cociente y el
primer resto, es una consecuencia del hecho que el nume-
ro que se resta para determinar el primer resto termina en
ceros y por lo tanto, no afecta los ultimos digitos ala dere-
cha. Esta circunstancia se parece ala que se presenta en la
multiplicacion, en la cual se corren a la izquierda los re-
sultados de los productos del multiplicando por las
subsecuentes cifras del multiplicador; el corrimiento es
equivalente a multiplicar las cantidades por 10, o lo que es
lo mismo, afiadir un cero a la derecha.

Deberia ser evidente que el proceso ordinario de divi-
sion es una generalizaciéon del método inverso del
Campesino Ruso para dividir, el cual se obtiene invir-
tiendo el método del Campesino Ruso para multiplicar.
Si creemos en la teoria construccionista del aprendizaje
(Papert, 1993), el conectar estas ideas alo que ya sabemos
del proceso de division enriquece y consolida nuestro
conocimiento de toda la aritmética. En la siguiente
seccién conectamos este conocimiento con el proceso de
recursion.

Procedimiento recursivo en Logo para la divisién
ordinaria en el sistema decimal

A continuacidén se muestra un procedimiento en Logo
para hacer la division basada en las ideas anteriores. Lo
primero que se necesita en el procedimiento de division
que corresponde alas figuras 4y 5 es conocer la potencia
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de 10 por la que debe multiplicarse el divisor en el Gltimo
numero en la columna derecha de la figura 4- Llamaremos
a este numero EXPONENTE. Se calculara en el procedi-
miento DECDIVIDE el cual llama al procedimiento
recursivo DIVISION2 yle sera pasado como un parame-
tro. Para determinar el valor de EXPONENTE se utiliza el
hecho simple de que un calculo aproximado, el cual posi-
blemente excede en a lo mas 1el valor correcto, se logra
tomando la diferencia de nimero de cifras entre el dividen-
do y el divisor expresados en notacion decimal. No es
importante si nos excedemos en 1 al calcular el valor de
EXPONENTE puesto que el precio que se paga es un paso
mas en el proceso, produciéndose un cero, que al agregarlo
al resultado final no lo afecta. Una vez que se determina el
valor de EXPONENTE en DIVISI0ON2 se multiplica el di-
visor por 10 elevado a EXPONENTE y se utiliza esta
cantidad como divisor para dividir al dividendo. El resulta-
do de esta ultima operacion debe tener un digito, por lo
que se puede obtener eficientemente utilizando el procedi-
miento DIVISION dado al principio del articulo. Al digito,
que en el programa se le llama T, se le debe interpretar en el
resultado final como la contribucion al cociente del valor
del digito multiplicado por 10 elevado a EXPONENTE. El
resto de la contribuciéon al cociente, proviene de calcular
el resto, quitando lo que corresponde a T, y asi calcular lo
que seria el cociente para dicho resto utilizando el mismo
divisor. Esta situacidon es perfecta para una autollamada al
procedimiento DIVISION2 con los argumentos adecua-
dos. Para hacer mas claro el listado utilizamos las variables
intermedias T y R para la contribucidn al cociente yel res-
to, respectivamente. Dado que cada digito que aparece en
el cociente reduce el exponente que se requiere en uno, la
autollamada se hace con el tercer parametro igual a
EXPONENTE -
resto'(que se usa como dividendo en las siguientes llama-

1. Para detener la recursion, cuando el

das al procedimiento DIVISION2) tiene la misma
magnitud que el divisor (lo que
EXPONENTE = 0), entonces simplemente se saca co-
mo salida la de DIVISION.

sucede cuando

PARA DIVISION2 :N :D :EXPONENTE

SI :EXPONENTE = 0 [RE DIVISION :N :D]

DA “T DIVISION :N :D * POTENCIA 10 :EXPONENTE
DA “R:N —D *:T * POTENCIA 10 :EXPONENTE

RE (:T * POTENCIA 10 :EXPONENTE) + DIVISION2
:R :D :EXPONENTE - 1

FIN

Este procedimiento recursivo utiliza al procedimiento
DIVISION que se dio al principio del articulo y es llamado
por el siguiente procedimiento:

PARA DECDIVIDE :N :D

DA “EXPONENTE (CUENTA :N) - (CUENTA :D)
RE DIVISION2 :N :D :EXPONENTE

FIN

El procedimiento DIVISION2 requiere el calculo de po-
tencias de 10. LogoWriter no proporciona esta funcidn, la
cual es

PARA POTENCIA jBASE ;EXPONENTE

SI ;EXPONENTE = 0 [RE 1]

RE ;BASE * POTENCIA ;BASE ;EXPONENTE -1
FIN

Se remplazara la multiplicacion de T por una potencia
de 10, por un procedimiento mas primitivo AGCEROS que
agrega ceros a la derecha de un numero, generando el
mismo resultado. La nueva version de DIVISION2 con
estos cambios es

PARA DIVISION2 N ;D EXPONENTE

SI jEXPONENTE = 0 [RE DIVISION ;N ;D]

DA “T DIVISION N AGCEROS ;EXPONENTE ;D

DA “R |N - {D * AGCEROS jEXPONENTE ;T

RE (AGCEROS ;EXPONENTE ;T) + DIVISION2 iR ;D
{EXPONENTE-I

FIN

donde el procedimiento AGCEROS es

PARA AGCEROS ;DIGITOS ;NUMERO

DA “X {NUMERO

REPITE ;DIGITOS [DA “X (PALABRA ;X 70 )]
RE X

FIN

Para probar los procedimientos, simplemente se teclea
ES DECDIVIDE 3328 42 y deberia aparecer 79 en el area
de trabajo de LogoW riter.

Generalizacion adicional del método de division

Se ha procedido a deducir el método ordinario de divi-

sion que se ensefila en la escuela como una
generalizacion del método inverso del Campesino Ru-
so. Todos los métodos que se han presentado expresan el
cociente como un nimero en un sistema de numeraciéony
utilizan la propiedad distributiva de la multiplicacidn.
De hecho, el cociente no tiene que estar expresado en al-
gun sistema de numeracidon especifico (es decir, como
una suma de coeficientes por potencias de la base de nu-

meracion seleccionada). Basta que se exprese el cociente
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como una suma y se aplique la propiedad distributiva de la
multiplicacidn.
Alreconocer que la division es una cuenta de restas re-
petidas y el primer procedimiento recursivo DIVISION
simplemente cuenta el numero de veces que se podria
restar el divisor del dividendo sin dar un resultado nega-
tivo, se nota que si el cociente es grande el numero de
restas seria grande y el procedimiento ineficiente. Por
ejemplo, en la divisién 3328/42 se tendrian que hacer
79 restas. Si se sabe que va a haber tantas restas, de una
vez podriamos restar decenas de 42’s hasta que ya no se
puedan restar mas decenas. Después continuaria la resta
de 42’s hasta que se obtenga un resultado inferior a 42.
Ese es el método decimal. Pero de igual modo podriamos
haber restado cincuenta 42°’s, luego veinte 42’s, luego
cinco 42’sy finalmente dos veces dos 42’s. Lo que se ne-
cesita es tener un numero adecuado de multiplos de 42
de tal manera que se logre formar cualquier numero que
corresponda al cociente. Esto es similar al problema de
tener una variedad adecuada de monedas o billetes para
dar cambio en la operacion de una tienda. Una posibili-
dad es tener unos, doses, cincos, dieces, veintes,
cincuentas, cienes, doscientos, quinientos, miles, dos-
miles, cincomiles, etc.

Se intentara de nuevo la divisiéon 3328/42. En la figura 6
se ha construido una tabla de multiplicadores y los mismos
multiplicadores por el divisor 42, parecida a las de las

1 42
2 XX 84
5 X 210
10 420
20 X 840
50 X 2100

figuras 3y 4 con los nimeros 1,2,5, 10, 20, 50 como se
sugirié antes.
Figura 6

No incluimos 100 en la primera columna de la figura 6
porque en la segunda columna se hubiera excedido el di-
videndo 3328. Ahora comenzamos a restar de 3328 las
diferentes cantidades en la columna derecha de la figura
6 para obtener 3328 - 2100 = 1228. Se nota que no se
puede restar el numero que corresponde a 50 mas que una
vez, por lo que se escribe una X ala derecha de 50. Ahora
se resta 840 para obtener 1228 - 840 = 388. Nueva-
mente es claro que no se puede restar otro 840 por lo que
se marca una X a la derecha de 20. Luego se resta 210 (ya
que no se logro restar 420 sin obtener un resultado ne-
gativo) para obtener 388 —210=178 y como no se puede

repetir la operacidon se pone una sola X a la derecha de 5.
Ahora se resta 84 para obtener 178 - 84 = 94. Aqui si se
puede repetir la operacion de modo que se obtiene 94 -
84 = 10, por lo que ponemos 2 X’s a la derecha de 2. De
aqui en adelante no se continua con las restas pues el
sobrante es menor que 42, por lo que se finaliza el proce-
so con un resto igual a 10. Finalmente, para obtener el
cociente se suman los numeros de la columna izquierda
multiplicados cada uno por el numero de X’s asu dere-
cha. Se obtiene 50 + 20 + 5 + 2x2 = 79.

Podriamos escoger cualesquiera nimeros en la primera
columna de la figura 6 con los cuales pudiéramos formar el
cociente como una suma. En el primer procedimiento de
este articulo se form¢é cualquier cociente sumando puros
unos. Con el método inverso del Campesino Ruso esco-
gimos potencias de dos. Luego se generalizd a potencias de
3y 10 y pudieron haberse utilizado otras bases si se
deseaba. Por Gltimo se escogeran numeros similares a las
denominaciones de monedas y billetes. Se pudieron haber
escogido otras cantidades. Los que se escogieron para la
figura 6 tienen la ventaja de que realmente s6lo es nece-
sario hacer dos calculos: multiplicar por 2 y por 5 (que se
puede lograr agregando un cero ysacando mitad) y agregar
los ceros necesarios para obtener los productos correspon-
dientes a 20, 50, 200, 500, etc.

Conclusiones

Al ensefiar recursién con base en la construccion de
conocimientos nuevos sobre conocimientos previos es
muy conveniente exhibir y dejar que los estudiantes re-
suelvan problemas que requieren recursiéon en areas con
las que estan familiarizados. Una de dichas areas es la de
las operaciones aritméticas que se enseflan en la escue-
la primaria. En este articulo se tom¢ el proceso de
division, el cual se puede ver como la cuenta de restas
repetidas, que se aplica recursivamente al resto después
de cada vuelta. En algunos casos, el algoritmo obtenido
es ineficiente y se inicia la busqueda de un algoritmo
mas eficiente. Encontramos que es mas eficiente el algo-
ritmo asociado al método inverso del Campesino Ruso,
que se basa en la representacion binaria del cociente de
la multiplicacion. Este método se generaliza a otras ba-
ses y cuando se usa la base decimal, el algoritmo
coincide con el método estandar de divisidn que se en-
sefia en la primaria.

El proceso de division se ilustra mejor construyendo
el cociente esencialmente con cualquier conjunto de
multiplicadores que contengan la unidad. Este es el
momento adecuado para decir algo sobre trucos espe-
ciales para multiplicacidn por algunos numeros espe-
ciales. Por ejemplo, para multiplicar un nimero por 97 se
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multiplica el numero por 100 agregandole dos ceros a la
derecha yluego se le resta el triple del numero. Para multi-
plicar por 35 se puede multiplicar por 50 anadiendo dos
ceros y sacando mitad y luego se le resta al resultado el
numero original con un cero afiadido, finalmente se resta
la mitad del anterior. (35 = 50 -10 -5).

El método ordinario de division decimal también se puede
enfocar recursivamente como los otros casos. El viaje com-
pleto, por hacerse sobre terreno en el que antes se ha pisado,
ilumina tanto la aritmética como la recursidon, proporcionan-
do una rica experiencia de aprendizaje. La computadora se
utiliza para materializar los conceptos y poner a prueba las
ideas. Logo es un medio ideal para lo anterior. El hecho de
que la divisién, que es la mas dificil de las cuatro operaciones
aritméticas elementales, se pueda hacer en forma sencilla
simplemente sabiendo duplicar numeros (lo cual se puede
hacer sumando), comparar, sumar y restar siguiendo reglas
sencillas, generalmente intriga a los estudiantes, ya que pen-
saban que el proceso era mas complejo. A los alumnos les
interesa saber por qué funcionan los esquemas, y si siempre
resultan. Sise presenta en clase una situacion novedosa los
estudiantes le exigen al maestro la demostracion matematica
de que el método funciona siempre. Normalmente, los estu-
diantes quedan satisfechos con aprender reglas sin saber por
qué funcionan. Pero ante la aparente novedad se les despier-
ta la curiosidad. Este enfoque consiste en regresar a algo que
los estudiantes ya conocen y mostrar una diferente manera
dehacerlo, posiblemente mas sencilla y menos laboriosa, ello
proporciona una bienvenida motivacion que completa el am-
biente propicio para que los estudiantes aprovechen
experiencias ricas en aprendizaje, las cuales necesitan imple-
mentarse a las clases de matematicas de cualquier nivel.
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