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Resumen
Cuando se plantean las ecuaciones diferenciales del flujo unidimensional es comun utilizar sélo los prin-
cipios basicos de continuidad y la segunda ley de Newton, sin emplear el de energia, ya que este dltimo
encuentra aplicacién solamente en la ecuaciéon dindmica del flujo gradualmente variado en canales. Este
articulo presenta el desarrollo de dichas ecuaciones usando los tres principios, con el propésito de mostrar
las diferencias o afinidades entre ecuaciones de energia y cantidad de movimiento, asi como las razones
para preferir una u otra segtn sea el caso.

Descriptores: flujo unidimensional, ecuaciones basicas en la hidraulica.

Abstract
It is common to use the basic principies o fcontinuity and the second law o fNewton, when the diferential
equations o fone-dimensionalflow are derived. Thispaper shows the derivation o fsuch equations using
the three basic principies, with the purpose to show the dijferences and affinities between the energy

equation and the momentum equation and the reasons to prefer some o f them in each case.

Keywords: one-dimensionalflow, hydraulic basic equations

Antecedentes

La aplicaciéon de los principios basicos de continuidad,
energia y cantidad de movimiento (segunda ley de Newton)
a un volumen de control, constituye los métodos de analisis
en la hidrdulica. El método mas utilizado consiste en elegir
un volumen de control de tamafio finito, en cuyo caso, el
analisis se conoce como integral, ya que la expresién mate-
matica de los principios basicos es con base en integrales de
area y de volumen. Estas se pueden resolver facilmente si el
flujo es permanente; no asi cuando el flujo no lo es.
Cuando se elige un volumen de control de tamafio diferen-
cial que encierra a un punto de un campo de flujo tridimen-
sional, el analisis se conoce como diferencial ya que se obtiene
un sistema de ecuaciones diferenciales, comtinmente en deri-
vadas parciales, como expresiéon matematica de solamente dos
de los principios bésicos: continuidad y cantidad de movi-
miento; el de energia no se emplea. Es el caso de las conocidas
ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes, consideradas

como las mas generales para cualquier tipo de flujo. La solucién
directa de dichas ecuaciones se restringe a casos sencillos, por la
dificultad de la integracién y por la necesidad de conocer e
interpretar las condiciones de frontera que deben usarse en
cada caso. Es también comun utilizar la ecuacién sobre uno de
los ejes para representar con ella al flujo unidimensional, igno-
rando con esto que el eje en el primer caso es recto, pero en el
segundo puede ser curvo.

El andlisis diferencial del flujo unidimensional es el
método intermedio, ya que emplea un volumen de control
limitado por las fronteras de la conduccién y por secciones
perpendiculares al flujo, separadas una distancia diferencial
en donde se considera la media espacial de las variables en el
centroide de cada seccién. Es comun que se apliquen
tnicamente dos de los principios bésicos: continuidad y
cantidad de movimiento y su expresién matematica se
convierte en dos ecuaciones diferenciales que contienen los
valores medios de las variables, en funcién de la coordenada
que sigue el eje del conducto y del tiempo. Es el caso de las
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ecuaciones del golpe de ariete y del transito de ondas de
avenidas en almacenamientos y en canales. Sin embargo,
en flujos como el permanente gradualmente variado en
canales, se prefiere usar el principio de la energia, sin justi-
ficar dicha preferencia. Se piensa ademds que dicho prin-
cipio y el de la cantidad de movimiento describen cualquier
flujo con grados idénticos de precisién, lo cual sélo se
cumple cuando se hacen simplificaciones importantes en
ambas ecuaciones.

El propésito de este trabajo es presentar el desarrollo de
las ecuaciones diferenciales del flujo unidimensional,
como expresiéon matemaética de los tres principios funda-
mentales, asi como presentar sus afinidades y diferencias
con la idea de generalizar un método de analisis de gran
trascendencia en hidraulica.

En todas las aplicaciones se empleard el volumen de
control VC deformable, mostrado en la figura 1, limitado
lateralmente por la superficie de control SC coincidente con
la pared del conducto o con una superficie libre (si existe),
ademas de dos secciones transversales al flujo, separadas la
distancia ds, donde s representa la coordenada curvilinea
que sigue el eje de la conduccién. La otra variable indepen-
diente es el tiempo t. En cualquier instante el volumen de
liquido contenido enel VC es dv = A ds, donde A es funcién
de (s, t) y ds es independiente de ambos.

Figura 1. Volumen de control de tamaiio diferencial en
un flujo unidimensional
La ecuacién de continuidad

La ecuacién de transporte de Reynolds permite la expre-
sion matematica del principio de continuidad aplicado a
cualquier VC que es

ifscPv mdA+ £ffivcP du=0

Laforma diferencial de las ecuaciones bdsicas delflujo unidimensional

Para el VC elegido, el flujo neto de masa a través de las
secciones de flujo es la diferencia entre la que sale y la que
entra, es decir:

9(pVA
(pVA) s
ds

La rapidez con que varia la masa dentro del VC es:
S(p A ds)/dt. Por tanto, el principio establece

dipVA) » PA)_o 1
ds dt (1)

Siendo p, V, A funciones de sy t, al desarrollar las deri-
vadas parciales se obtiene

A av VdA VA dp dA Adp
— +pV— + — +p— +A =
PAT TP Vs L TR

Al dividir entre p Ay ordenar términos, resulta

Vo 1@A A\ 1@p @ "
ds +A U s V+ St]+pUs V+dt (Ib)

Con V = ds/dt y por el desarrollo de la derivada total,

también se obtiene

dv. 1 dA 1dp
+ + =
ds A dt pdt

Las ecuaciones la, Ib y le son expresiones generales
equivalentes de la ecuacion diferencial de continuidad, las
cuales adoptan alguna forma particular segin el tipo de

flujo que se analice, como se presenta a continuacion.

a) Flujo no permanente en conductos a presiéon
(golpe de ariete)

De la definicién de médulo de compresibilidad, K =
se puede escribir

1dp
pat

1dp
K dt

El segundo término de la ecuaciéon le se debe ala elasti-
cidad de las paredes del tubo y a su rapidez de deformacién
con la presién. Si se considera un conducto de secciéon
transversal circular, la rapidez con que cambia la fuerza de
tensién por unidad de longitud (figura 2 ) estd dada por

(A/DAA.t donde D es el didmetro del conducto. Si esta

cantidad se divide entre el espesor de la pared del conducto
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e, se obtiene la rapidez con que cambia el esfuerzo unitario,
si a su vez, esta cantidad se divide entre el

modulo de elasticidad de Young para el material del tubo
E,, resulta la rapidez de cambio de la deformacién unitaria y
si ademds se multiplica por el radio de la tuberia D/2, se
obtiene la rapidez de expansién radial. Finalmente, al
multiplicar por el perimetro TID, resulta la rapidez de creci-
miento del 4rea transversal del tubo:

dA D dpD
~dt=2"Ndt ~2nD

Figura 2. Fuerza de tension en la pared de un tubo

Sustituyendo las ecuaciones 2 y 3 en la le

I_dpi KDY SV_
Kdt [1+Et e )+ ds

haciendo

donde a es la celeridad de la onda de presién y toma en

cuenta las propiedades del tubo y del conducto. Al sustituir
la ecuacién 5 en la 4 se tiene

ldp , dVv

pai >
por otro lado, como p = pg (H- z), donde H es la carga
piezomécrica, se puede escribir

dp_v <GF+dp dH 5" dH
At ds+dt s ds) TSP e dp

el cambio de p con respecto aso ates mucho menor que el
cambio de H con respecto aso at, por ello p se considera
constante. Como el tubo se encuentra en reposo, dz/dt = Oy

se define dz /ds —sen 0; si se sustituye la ecuaciéon 7enla 6y
este resultado en la ecuacién le; se tiene

024V dH SH
g ds  os " enuT @

expresion que constituye la ecuacién de continuidad para
un liquido compresible en una tuberia elastica.

Flujo no permanente en camaras de oscilacién

Una camara de oscilacién es un tubo vertical conectado a
la tuberia de presion. En este andalisis se considera que el
flujo en el conducto es incompresible y que las paredes son
rigidas. Con referencia en la figura 3, cuando se presenta
oscilacién en la camara, la velocidad en esta es Vc=dz/dt, y
el gasto en el mismo es QG VACCy de la ecuacién la , con
dp A/5t=0, se tiene

V,A,=|A,+QT ©9)

Figura 3. Cdmara de oscilacion

b) Flujo no permanente en canales (ondas de avenida)

En este caso, p es constante yla ecuacién Ib se simplifica a
la forma

8V VdA J_dA 10
ds +A ds +A dt (10

c) Flujo permanente en canales con gasto variable
(p es constante)

De la ecuacion la

9VA _dQ_ dA  av

ds ds N ds+/N ds
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o bien , con q* =9Q/5s

dA av

v oa +Alid

(ii)

que es la ecuacién de continuidad del flujo espacialmente
variado.

d) Flujo permanente en canales con gasto constante

El segundo término de la ecuacién la desaparece y p es cons
tante; por tanto, resulta 9VA/3s=0yQ = VA = constante.

La ecuacién de la energia

El principio de la energia establece que

d
$ se(u+gZ+yJPvdA +- $ vc|utgz+y Jpdu+

if se pv-dA PM Qc -0 (12)
O bien, reordenando términos resulta
o p
Mgoin +p+T -dA+y N ve( )peiu_
+ifscuPv' (i A v ¢c Mpdu—Qc =0 (13)

Los tres dltimos términos representan la irreversibi-
lidad del proceso en el flujo, es decir, el flujo neto de
energia interna u (por unidad de masa) mas la rapidez
del cambio de energia interna dentro del VC, mas el
intercambio de calor con el exterior en la unidad de
tiempo Qc.

Los restantes términos son los comtuinmente empleados
para las variables, ademads es comun eliminar el término de
potencia de flecha, PM debido al trabajo efectuado por
alguna méaquina desde el exterior.

La ecuacién equivalente ala 13 para el VC de la figura les

dfi p ff ol 1
y[”+pJpVA +]JJAy pvdAjds+ (14)

1 d(upVA)
-dA pA dsj+ i ds+
s

aT
AL |G n

y (upAds)-Qc

donde se han utilizado los valores medios de las variables
en los términos lineales; no asi en los cuadraticos, los que
hay que calcular en la forma acostumbrada:

|JAYPvM =~ JTARA = y PV A-i-jjA" j dA = CXyPQ(15)

donde se ha sustituido a Q = VA y también

que es el coeficiente de Coriolis para corregir el calculo del
flujo de energia cinética efectuado con la velocidad media V.
En la misma forma

Tii AT a2l » fIAV] 1A A7 e a9

donde

o 1l M
P AJj Alv]

(18)
es el coeficiente de Boussinesq para corregir el calculo de la
cantidad de movimiento empleando la velocidad media.

Por tanto, la ecuacion 14 se convierte en

siy P v 1 dff 1Q. 1
& LtV “ 2;pQJ+aL V +2A pv]pAj
du pQ dupA Qc
AN = 1
* 5,; * Z‘ ds 0 (19)

Algunos de los términos se pueden desarrollar como sigue:

dpA 3pA

d dz
s (B pA)=fpA-+B— -(K=- (20)

ya que 5z/5t=0, puesto que la geometria del eje del
conducto no depende del tiempo, es decir, permanece esta-

tico. Otro término es
1d 1 55V 1 9pAV
A (PQOV)=-PQ -jA PV -T -

i spv i ( av apA”
=2pQ”" r +2pvlpAdr+vir]

,av apA i av i 2 dpA
=2pQlp¥ +va]+2pQpN +I pv dt
a \4 v 2 apA

i a
A(pQPV)=pQPy +P-y — (21
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donde se ha considerado que 3p/3t=0. Por dltimo, se tiene
el término

d dupA d d dpA d
MPQ up - _pQ_'_pQ_u-'.u_p-+pA d_I:

ds + dt " ds ds U dr
dpQ SpAAJ ) AA(_du du
.ds + dt ( v+ta

Segun la ecuaciéon de continuidad la, el primer parén-
tesis de la ecuacién anterior vale cero.

Con V = ds/dt, el segundo paréntesis se desarrolla como
sigue:

du du duds du du duds du
— V+— et — = — = — =V —
ds dt dsdt dt dt dsdt ds

Por tanto, resulta

3upQ 3upA du

122
ds dt =pQ*

Se sustituyen las ecuaciones 20 a 22 en la 19 y al agrupar

términos se obtiene

i17 PV 2\ 3pA
—I\z+— na
ds |V gp dt
av du Qc
tpQp— +PQ -- - =
O bien
df p VM p v 4
asV gp 2g) \ gp 2g & ds
VM 5pA av du Qc

*+({i;7 'ir +pQ1>¥ +pQd rir =0
De la ecuacién de continuidad la,
9(pQ)/3s=-<9(pA)/dt, por tanto, la ecuacioén diferencial se

convierte en

f P v op vo V2 9pA
gpQ z+ — +oc — ?+—+a— -?-p —
s~ gp 2g V gP 2 2g dt
A% du Qc
p® M r+pQd T ir'°
Al reducir y dividir entre g p Q, resulta
d p V2 V21 1 3pA
z — _‘/\1/ -
a3 7O gyp0 @

@3V 1du Qc
+ + = - (23)
§ & gds gpQds

Es posible el siguiente desarrollo

1 3pA \_f dA 5pA_ fJ_9A
pQ dt _pQIP5t +A5t]_v U dt +pdt)~Q dt

donde se ha aceptado que (1/A)(<3A/3t)»(1/p)(5p/9t),
aun en golpe de ariete.
Ademas, lairreversibilidad del proceso se representa en la forma

dlr  1du Qc

gpQils ()

ds g ds

donde el primer término es el cambio de energia interna por
unidad de distancia y por unidad de peso; el segundo, es la
rapidez de disipacién de calor (también por la unidad de
distancia y por unidad de peso). La irreversibilidad se
interpreta en hidraulica como una pérdida de la energia
total a lo largo del conducto en cada instante, es decir

AN
din _A _ (25)
ds ds
donde SEes la pendiente de la linea de energia.
La ecuacién 23 se convierte en
d p V2 P V21
— +a —
ds g 4
1dAp5V A =
" 26)

Q dt +g dt + ds

que es la forma general de la ecuacién de la energia para el flujo
unidimensional no permanente y compresible de un liquido.
Adquiere formas distintas segun el tipo de flujo al que se
aplique, como se presenta a continuacién.

a) Cuando s6lo se acepta que a= P = 1, la ecuacién se
simplifica y resulta

_PJ_3A i%av a4
gpQdt+gdt + ds

d
foor 27)
dsv +gP+ 2g,
b) Cuando el flujo es no permanente en un conducto
cerrado rigido sin cambios violentos de la presién (oscilaciones
en masa)3A/3t=0, yla ecuacién 26 se reduce ala forma

df p V2) pSV A

(28)
ds\ +gp+ta 2gJ+g dt + ds
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donde puede admitirse que cc=p=l1. Si se trata de un canal,
subsiste la ecuacién 26, o la 27 en su caso (siempre que la
secciéon no sea compuesta).

c¢) Cuando el flujo es permanente, se anulan los
términos que dependen del tiempo y dhi/ds = dhr/ds, por
tanto, la ecuacién 26 se simplifica y se integra facilmente
entre las secciones 1y 2 de la figura 1, como sigue:

1, \
z+Lra ¥ dhy =0
ds . gp h .

G 7220 4 gk

donde hr, es la pérdida total de energia de 1 a 2.

A la ecuacién 30 se puede agregar el término
HM=PM/gpQ, energia de flecha por unidad de peso.
Cuando se elimina hry se hace a j=a2=1se concluye la
conocida ecuacién de Bernoulli para la linea de corriente
que coincide con el eje.

La ecuacion de la cantidad de movimiento

La segunda ley de Newton aplicada a un VC cualquiera se
expresa en la forma

FP+A +F,=§sc A d A )+ | ffivc? (31)

Cuando se aplica al VC de la figura 1 es necesario
obtener cada una de las fuerzas. La resultante Fpde las
fuerzas debidas a la presiéon en las dos secciones a la

distancia s, mas la que ocurre por el incremento de érea, es

dpAé »22d dpAd’
ds AT TR

El componente longitudinal de la fuerza tangencial de
resistencia a la friccién o viscosidad, se opone siempre al
flujo, y por ello es negativo; se cuantifica en términos del
esfuerzo tangencial medio TOen la seccién y el perimetro de
contacto P entre liquido y pared. Dicha fuerza vale: -x 0P ds.
La fuerza de cuerpo se debe al peso del VC, gp A ds, y su
componente longitudinal es: -gp Asenfl ds; pero sen0=9s;/9s
, de manera que su magnitud es: -g p A (9z/9s)ds

El intercambio neto de cantidad de movimiento entre el

S
VC y el exterior resulta: _p i ds, que se desarrolla como
s

sigue:
SpQpV SpV
_p(gp_ ds= PV —p—gds ~—p —ds
0s 0s
Perot(pva)=v r+ pve
- = + -,
ero:-(pV2)=V 7 r+ pV-
apv d dv
o bien: pPAV P =pA- (PV2()- pApV — ;
as as as
PV d
por tanto: — (d% —ds= VdEQ— ds+pA (|3V2)ds—
dVés
ApV —
PAPV —

con pdu = pAdsyds independiente de t, la variacién en el
tiempo de la cantidad de movimiento del VC se convierte
en

£ 9pA
chVpdu——(pAV)ds pA— ds+V="ds

Con los resultados anteriores y dividiendo entre
(gpAds), la ecuacion 31 se escribe en la forma

I_dp ToP 8z _pv 5pQ 19 2 PV5V 15V
gp 9s+gpA +9s+gpA ds +gds g 8s+g dt
V 9pA
" /\p o (32)

oA

Algunos términos se pueden transformar como se

muestra a continuacién. Debido a que:

In?N 19p pl9p
dslygpj gpds gppds’
Resulta:
Ldp dfp) p ldp
gpds dsVgp] gPP9s
También:
19 9 o2\ g v2\ PVOV vhrap
- —(PV2)=2—
g ds ds  2¢ ds 12g g ds 2g ds
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y de la ecuacién de continuidad (la):

dpQ dpA

( dA Sp‘j
ds dt

V dt +A dt

Sustituyendo las tres dltimas expresiones en la ecuacién
32, al reordenar los términos se obtiene

dz aff) vAl 1_1££ XL3L/R_nX
ds+dsUPJ+5SV 2gJ+gppds+ Ig ds g
J_.SA 15p~ 1dV_ TQP
Adt pdt) g dt gpA

O bien, si se acepta que los cambios de p son menos
importantes que los restantes términos, es decir,
(1/A)(0A /9t)»1/p(<3p/3t), se obtiene

i p v V2ap V2144
+ _ _ R
ds Z+£P+P 2¢  2g ds (p 29 Q dt
1dV TOP
+ + (33)
g dt  gpA

Esta es la ecuacion diferencial de cantidad de movi-
miento mas general para un flujo unidimensional no
permanente de un liquido. Cuando se compara con la ecua-
ciéon diferencial de la energia 26 para un flujo de la misma
condicién, se encuentran diferencias que pueden ser
grandes o pequefas segun el conducto de que se trate. En
efecto, ambas son aplicables a conductos a presién y a
canales, pero en cada caso, existen diferentes formas segtn
el tipo de flujo al que se aplique, como se presenta a
continuacion.

a) Para encontrar equivalencia en la irreversibilidad,
ésta se tendria que explicar en la ecuaciéon de la cantidad de
movimiento como la energia consumida por el trabajo que
tienen que realizar las fuerzas de friccién que se oponen al
flujo, es decir, representan la pendiente de la linea de fric-
cién en la forma

dhf

i (34)
a diferencia de la ecuacién 25 donde la irreversibilidad es
la pendiente de la linea de energfa en la ecuaciéon 26.
Ambas pendientes serian iguales sélo si A no cambia a
lo largo de s, es decir, 9A/3s =0, y la pérdida de friccién es
la Gnica que interviene. EIl trabajo que las fuerzas
tangenciales efecttian en el contorno del VC se anula en

125

la ecuacién de energia por otras razones. Por tanto la ecua-
cién 33 seria ahora

a( p V2 \Ajdp VAJ_9A
s~ P 29 2g ds P 2¢ Q dt
J.3V
g dt ds (35)

b) Cuando se asume que 3p/<3=0, la suposicién seria
mas aceptable en un conducto a presién que en un canal y
en éste, bastante menos si es de seccién compuesta (muy
irregular). La ecuacién 35 seria entonces

V2)

di VAL3A 1.3V
bs (7 gp ™ 2g)

- =0 (36

20D s 0 at gar a0 ©9
que es diferente de la ecuacién diferencial de la energia
(26).

¢) Cuando sélo se acepta que oc=P=], la ecuacién 35
resulta

d( p. VM 1dV

dsV +gp+ 2gj+g dt + ds 67

que es diferente de su similar 27 de la energia.
Para el caso del golpe de ariete, la ecuacién 37 se puede

escribir en funcién de la carga piezométrica H yexpresar la

pendiente de friccién dhf /ds = Sf= /V2/2gD, donde fes el

factor de friccion de Darcy Weisbach.

di v2) v NV
~ H+ + + — (38a)
ds\ 2¢g] g dt 2gD

Como la friccién se opone al movimiento, V2se expresa
como V |V |afin de considerar el sentido del flujo; al
multiplicar por g la ecuacién 38a, y desarrollar
dV1l/ds =2V (dV/ds), dicha ecuacién se puede expresar

como sigue

dH av dv  /VIVI
- (38b)
Sds+V ds+dt+ 2D
que es la ecuacion dindmica para un liquido compresible en
una tuberia elastica.

d) Cuando el flujo es no permanente, pero en un
conducto cerrado rigido sin cambios violentos de la presion
(oscilaciones en masa)3A/3t=0, y03/9s= O la ecuacién 35
se convierte en
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df p V2 [dV
*itp — -0 (39a)
ds gP " 2g.+g dt + ds

que es diferente a su similar 28 de la energia, amenos que se
haga a=P=1, en cuyo caso se convierte en

if ot oyL) wv

&VgP +29d g dt ds (39b)

idéntica a la que resultaria de la ecuacién 28, con la tnica
diferencia en la pérdida (hr por h{).

Si se trata de un canal, vale la ecuacién 35 ya que no son
aceptables las suposiciones.

Un caso particular es su aplicaciéon a una camara de
oscilacion, en el cual se considera que la carga de velocidad
en el conducto y en la cdmara de oscilacién son desprecia-
bles comparadas con las de presiéon que se generan en los
mismos. Bajo esta consideracién, la ecuacién 39b queda

a 14V_ 10
+ L

dsVZ gp] § dt ds (40)

con referencia ala figura 3, al integrar la ecuacién 40 desde

el almacenamiento hasta la cdmara, es decir, alo largo de la

longitud L, se tiene
Ldv

z+§~d;£-+ -0 (41)

Laforma diferencial de las ecuaciones basicas delflujo unidimensional

e) Cuando el flujo es permanente, se anulan los
términos que dependen del tiempo, dhf/ds = dhf/ds, y la
ecuacién 35 seria

3 p V2 V236
s repth el i +’Eg_]¢£_ (42)

distinta de su similar, la 29 de la energfa.
Si se trata de un conducto a presién se puede aceptar
que,33 /3s=0, y se obtiene

d
VA 0 )
que tampoco coincide con la propia ecuacién 29 de la
energia, a menos que en ambas se acepte que a=@=1
y que hr=h;=0, en cuyo caso, se llega ala ecuacion de
Bernoulli, para la linea de corriente coincidente con
el eje.
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