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Resumen

Las tres ecuaciones diferenciales del fluyjo unidimensional fueron obtenidas en su forma

general y presentadas en la Revista Ingenieria.

Investigacion y Tecnologia (Vol.

I1-No.3-Iulio--Septiembre-2001). En este articulo se aplican al caso particular del canal y se

deducen las ecuaciones para los casos de fluyjo permanente, gradual y espacialmente

variado. Se muestra cémo los principios de energia y de cantidad de movimiento no

describen el mismo flujo con idénticos grados de precision, lo cual sélo se logra cuando se

hacen simplificaciones importantes en ambas ecuaciones.

Descriptores: flujo en canales, ecuaciones basicas en la hidraulica.

Abstract
The particular equations for open channel flow are obtained from the general form of tfie diferential eguations of
continuity, energy and momentum for unsteady, incompressible and one dimensional flow presented in a

previous numberofthis publication. The cases ofsteady, gradually andspatially varied flow are determined.

Keywords: open channel flow, hydraulic basic eguations.

Antecedentes

Existe confusion en la literatura al utilizar las
ecuaciones de energia y cantidad de movimiento
en el andlisis del flujo unidimensional en canales.
Los trabajos de Keulegan (1942), Strelkoff (1969),
Yen y Wenzel (1970), Yen (1973) y Field et al., (1988)
han explicado muchos aspectos de analisis, pero
aun persiste la confusién en algunas nociones
fundamentales, en particular, cuando se confunde
el coeficiente a de Coriolis en la ecuacién de la
energia con p de Boussinesq en la ecuacion de
cantidad de movimiento, ademas, es incorrecto el
uso de la ecuacidon de energia mezclada con la

hecho Ia
pendiente de la linea de energia es mas apropiado.

El analisis deYen (1970 y 1973) es en muchos
aspectos mas general que el que se presenta en este

pendiente de friccién, cuando de

articulo, pero también es menos accesible para los

lectores, ademas de que usa uUnicamente la
ecuacion de cantidad de movimiento como basica
en sus desarrollos y no discute la variacion que
tienen a y p con el tirante, que en canales de seccién
compuesta es muy importante, como puede verse
en Sotelo (1998).

El propodsito de este trabajo es el de aplicar las
ecuaciones  diferenciales  del

tres flujo

unidimensional obtenidas en su forma general y
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presentadas en la Revista Ingenieria. Investigacion
y Tecnologia (2001), al caso particular del canal, sin
tener que deducirlas. Se aplican los tres principios
basicos a un volumen de control diferencial, si bien
en la practica es comun utilizar tnicamente dos de
ellas, la de continuidad y una de movimiento,
dependiendo del flujo particular de que se trate. Se
hace por ello una comparacion entre las ecuaciones
de energia y cantidad de movimiento toda vez que
son diferentes entre si.

El volumen de control VC en un canal es deform-
able, limitado lateralmente por la superficie de
control SC, coincidente con la pared del conducto y
con una superficie libre, ademas de dos secciones
transversales al flujo separadas la distancia ds,
donde s representa la coordenada curvilinea que
sigue el eje de la conducciéon. La otra variable
independiente es el tiempo t. El volumen de liquido
contenido en el VC en cualquier instante es du = Ads,
donde el area A es funcidon de (s, t) y ds es
independiente de ambos. La densidad p permanece
constante. La velocidad media V también es funcion
de (s t). El tirante y se mide normal a la plantilla.

Ecuaciones diferenciales de
continuidad, energia y cantidad de
movimiento

La forma general de las ecuaciones diferenciales del
flujo unidimensional presentadas por Sotelo y
Cafaggi (2001) se exponen a continuacion.

a) Ecuacion de continuidad

d(pVA) 15(pA) _Q D)
ds dt

donde p, A yVson funciones de sy £

b) Ecuacién de la energia.

N N
df o Pyg V2" TP o(apy V20 A
ds{ 99  20; VPO 2¢ Qdt
+P N +/M =0 (2)

gdt ds

El coeficiente de Coriolis a sirve para corregir el
calculo del flujo de energia cinética, y el coeficiente
de Boussinesq p se usa para corregir el calculo de la
cantidad de movimiento, ambos empleando la
velocidad media V.

La pendiente de energia SEse define en la forma

iK =s
ds

(3)

donde dfires la pérdida total de energia que ocurre
en la distancia ds a lo largo del conducto en cada
instante.

¢) Ecuaciéon de cantidad de movimiento

(
d pr-Aap— A+ \A ap
dsy P9 2g 2g ds
—2(P -1) 4
20Qdt gdt ds @

La irreversibilidad en la ecuacién de la cantidad
de movimiento se explica como la energia dh;
consumida por el trabajo que tienen que realizar las
fuerzas de fricciéon que se oponen al flujo en la
distancia ds, es decir, representa la pendiente de
friccidn.

dh,
— =5, (5)
ds 1 gpA

Donde x0 es el esfuerzo tangencial medio en el
perimetro de contacto P entre liquido y pared de la
seccion.

Ecuaciones diferenciales del flujo a
superficie libre

Ecuacién de continuidad

Cuando el canal es de fondo plano, x representa la
coordenada rectilinea que sigue el fondo de la
conduccion. Dado que la densidad p es constante,
la ecuacién de continuidad en un canal de fondo
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plano, donde las secciones transversales estan
separadas la distancia dx, (Figura 1) es:

d(vA) 1dA
A dt ©)
(0]
dQ=dA
Ay dt (6a)

Ecuaciéon de la energia

En la figura 1se observa que la carga de posicién
hasta el centroide de cualquier seccion es

zG=z +(y -y G)cos0

donde zes el desnivel entre el fondo de la seccion y el
plano de referencia. La carga de presion también en el
centroide (considerada hidrostatica) es

— =yGcos0
P8

Por tanto, la carga piezométrica en cualquier
punto de la secciéon transversal se puede calcular

como la suma de ambas

zG+ — -z +ycos0 (7)
pg

La pendiente longitudinal del fondo se define
como

So =senQ (8)
dx dx

donde el signo negativo se debe a que z disminuye
cuando x aumenta y siempre se interpreta como
sen 0, cualquiera que sea su magnitud.

Sustituyendo las ecuaciones (3), (7) y (8) en la
(2), la ecuacion de la energia para un canal de eje
recto y fondo plano se puede escribir en la forma

_50+£yeosﬂ+i a —
dx dx\/ 2# >

Debido a que en el planteamiento de esta
ecuacion de energia se utiliz6 la de continuidad en
algunos pasos de su desarrollo, es valido sustituir
la ecuacion (6a) en algunos términos de dicha
ecuacion. Por tanto, la ecuacidn (9) también se
escribe como sigue

(. V2> yceos0 dA
ycosO + —‘a —
dx Q sT

+a v1» +1ylaA+pav+Ss=o0
Q2 dx Q29dt gdt

(10)

El término yc A representa el momento estatico
del area con respecto de la superficie libre. Al
ocurrir el incremento dy del tirante y, se presenta un
incremento de dicho momento que, de acuerdo con
el teorema de ejes paralelos, vale

dycA)-d(yc +dy) + —(dy)2 - Ayc =Ady

Por ser (dy)2 un término de orden superior, se
puede despreciar, por tanto

— (Ayc)=A
dy /

(11)
y es valido entonces el siguiente desarrollo

o A
dt(yc ) > > 1

h Af

Pero también es valido el desarrollo que sigue

d dA dyc dA dyc dy
—ye — TA- G——tA
g GA=Ye 4 at “Gdt  dy dt

y para que amkjos desarrollos sean iguales, se debe

cumplir que dyGdy= 1, y que yC%A =0. Por tanto, la
t

ecuacion (10) se reduce a
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—§n+iycos€) + ifa VA

°d x dx 23

.2 V2dQ p V2 5A  p5V
Q2gdx Q2¢gdt gdt

+SF =0 :12)

Por separado se realiza el siguiente desarrollo

foor<i\
1 d . 91
ZgQ dx \ A2

1 4d
V) =
Zdex(a Il)

L Q- (av?)+aWW 49
dx

2¢Q dx
1dfa v2 =_d_l_raV2]+9 V2d4dQ [13)
de] Zg ] dxl 24 ] ng dx

Otro desarrollo separado es el siguiente

1d 1p Q2dA 12QdQ
1 %2} -
260 dt 1P 200 A2dt A dt
Pi_5Q __P_Q5A
gA dt 29 A2 dt

donde se ha considerado que P es independiente
de t. Ademas:

dQ/dt=dVA/dt= A(dV/dt)+V(dA/dt). Q/A2=V/A, por
tanto

L g - iTASY oA FrH
2¢Q dt P gA _ dt . 2¢A dt
1 d -
2det(PQV)-
+ = + (14)

gdt gAdt 29A dt gdt Q29 dt

Sustituyendo las ecuaciones (13) y (14) en la
(12), una forma mas compacta de la ecuacién de la
energia en canales es

Sn+ Luaosn+ L4070 Y2Q
dx Q dx 29
+— ;(pav)+sE=0 :15a)
O bien
-50 + = ycos0
20 dt, Q2" " a Q" +SE=0 :15bi

La ecuacién (15b) es una forma general de la
ecuacion de la energia en canales de cualquier
pendiente y es idéntica a la ecuacion de energia
obtenida por Field ef al., (1998), para canales de

pendiente pequefa si se hace eos 0=1.

Ecuacidén de cantidad de movimiento

Se sustituyen las ecuaciones (5), (6a), (7) y (8) en la
(4) y se obtiene

V2A
En+ 4 yeos 0 + if
0 dx dx 29

+V2 dp+29 VZSQ+ \Y 5A+ 1aV+S_ —o"

; (16)
29dx Q2gdx gA dt gadt

Pero
Od
dx  2g) ~0X 1 29)

viap
2g dx

por tanto

03
120

vA_sp_ a_fnxz
2g dx dx IP%

de manera que la suma de dos de los términos en la
ecuacién (16) resulta

df vM VZSp_d(PVX . rV2a
dxl 207 2g dx dxl 0/ dle"]
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Por otra parte

_d rRvn _ d rRﬂZ 1)

dxlp_g) dx{pgAA)

(18)
SAA2dx Adx{ gAy
Sustituyendo la ecuacion (18) en la (17)
a_ V2. vlap
dr Phy  2gdx
J3 VA dA + 1. d od (19)
A gdx Adx vy PdXIZg)

Ademas, otro de los términos de la ecuacion (16)
se desarrolla como sigue

p V2dQ _ P V2 d(VA) _

Qg dx Q g dx
PXIlfvA+ArAyAr-— "~ +P -~
Q gt dx dxJ A g dx g dx

1xlso-£yin+p5r
Qg dx A g dx dx ™29y

(20)

sustituyendo las ecuaciones (19) y (20) en la (16) y
simplificando se obtiene

Sn+ dix yeos @+ L4

Adxl 9A)
VdA 15V .
+ o + - +5, =0 (21)
gA dt  gdt

que es otra forma de presentar la ecuacion de
cantidad de movimiento en canales.

Field et al.. (1998) presentan la ecuacién de
cantidad de movimiento en la forma

1 dQ

+Aya 4 - +S5 =0" 22,
dt

De la ecuacién (1 1) se puede escribir

1d.. . 1 dy _dy
A5x( yc)_A dx dx

Por tanto, la ecuacién (22) se puede escribir

g0 +-Ld

1 .
S +S; =0
Ade 9A dx gA dt
Pero
1dQ _ 1d(VA) _ V dA |1dV
QA dt  gA dt QA dt g dt

y la ecuacion (22) se presenta de la forma

2"\
-s03 + 1 A H_VdAlths
dx Adx gA  gA dt

Que es idéntica a la ecuaciéon (21) cuando ésta se

emplea en canales de pendiente pequefia (cos0= 1).

Casos particulares

a) Flujo espacialmente variado no
permanente

Es comtn presentar la ecuacién de continuidad (6a)
en la forma
Vd—A +A v + da_ 0

23
dx dx dt 23)

La ecuacion de energia en su versiéon (12) o (15b)
y la de cantidad de movimiento en su version (16) o
(21) permanecen las mismas, pero es mas comun
utilizar la segunda.

b) Flujo gradualmente variado no
permanente e

Cualquier forma de secciéon

Hipotesis
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1.  No existe aportacidon o salida del agua en
toda su longitud 4Q/dx= 0.
2. Utiliza las ecuaciones de continuidad y

cantidad de movimiento.

3. H valor de (3es constante.

Al sustituir la ecuacion de continuidad (6a) en la
de cantidad de movimiento (16), se tiene

VZ
Sn+ — ucosG + — +- — +§, =0
1

24
dx dx ' op @4

Seccién rectangular (Ecuaciones de
Saint-Venant)

Hipotesis

1. El canal es de pendiente pequefia (eos 0= 1)
y de seccidn transversal rectangular. A=by, donde b
es el ancho del canal.

2. Utiliza las ecuaciones de continuidad y
cantidad de movimiento.

3. Hvalor de pes 1
En un canal rectangular se define el gasto

unitario g = QIb, y se sustituye en la ecuacién (6a)
obteniendo la ecuacién de continuidad

*3=0

25
dx dt @)

La ecuacién (24) se puede escribir en la forma

6V3
_§O+d_y+i + 5V

....... c—0
dx dx\29]' g dt I
—gQ+d_y L+ Y5V, 15V S, =0° (26)
dc  gdx gt

que es la ecuacién para flujo no permanente y
gradualmente variado en un canal de seccion
rectangular. Las ecuaciones (25) y (26) también se
conocen como ecuaciones de Saint - Venant.

c) Flujo espacialmente variado permanente

Gasto creciente

Hipotesis

1. dQ/dx es el gasto unitario q* que se aporta
lateralmente en direccidén perpendicular al eje
del canal.

2. Utiliza los principios de continuidad y
cantidad de movimiento.

3. Se considera P= a .

Como so6lo se tiene variacion con respecto ax,
de la ecuacion (21) y las hipdtesis mencionadas, se
puede escribir

Q2
-S0 +cos0 dy a d +S, =0 (27)
dx qh dx A
donde
_a_d_(CP"  otQdA , 2aQ dQ
GAdNA,  gA3 dx  gA2 dv
ademas
dA _ dy
dx dx

donde Tes el ancho de la superficie libre, por lo que

a d’'Q2”
A dx{ A,

aV2 dy 2aQ dQ
A/ T dx gA2 dx

El niimero de Froude es

y se puede escribir

. g lo2)
gAdeAy dx

L2dy  2aQ dQ 28)
gA2 dx
Con la ecuacion (28) en la (27) y despejando
resulta
Sn-%, - 2aQ dQ
dy gA2 dx

29
dx cos0 - F2 )
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Cuando la pendiente es pequefia, se hace eos 0= 1,
en la ecuacion (29).

Gasto decreciente

Hipotesis

1. dQ/dx es el gasto unitario g* que sale
lateralmente del canal .

2. Utiliza los principios de continuidad y de
energia.

3. La pérdida de energia mas importante es
por friccion, por lo que SE= S,.

4. Se considera p= a.

De la ecuacion (6a) en la ecuacion de la energia
(12), y desarrollando uno de los términos, se puede
escribir

/ V2)
ycos0 +a —

v 2g)

2 2 A A
La V2dQ a V 5Q+ a 5Q__a(2£ ‘5 =On (30)
Q2gdx Q29dx g dt gA dt
como el flujo es permanente 3Q/St=0, de la
ecuacién de continuidad (6a) en la ecuacion (30), y
al tener solo variacidn en x se tiene

f 2"\
& . @ ycos0 +a V2, aQ dQ+S, =0 (31]
dx Yg gA2 &

La energia especifica se define como

E=ycos0 +a Yz;

ademas

— =(cos0 - F2),
py ( )

dE _ dy dE
dc  dx dy

por lo que la ecuacién (3 1) se puede escribir

80 +-Mfeosf - £2)+ A2 Q. 5
LK o

gA¢ M
despejando dy/dx, se tiene
Q _c _ ctQ dQ
d ° ~ A
y-o o o< tdx (32)
dx cos0-F2

Cuando el canal es de pendiente pequefia, se hace
eos 0=1 en la ecuacion (32) .

Gradualmente variado permanente
Hipotesis

1. Utiliza los principios de continuidad y de
energia.

2. La pérdida de energia mas importante es
por friccion, por lo que SE= Sf.

3. Se considera p = a.
Cuando dQ/dx= 0, la ecuacion (32) es

dy _ SO —Si

(33)
dx cos0-F2

que es la ecuacién dinamica. Idéntico resultado se

obtiene a partir de la ecuacién (29) que emplea el

principio de cantidad de movimiento; cuando el

canal es de pendiente pequefia, se hace eos 0= 1
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Figura!. Corte longitudinal y seccion transversal de un canal de eje recto y fondo plano

Conclusiones

La forma general de cada una de las ecuaciones
diferenciales del flujo unidimensional (continuidad,
energia y cantidad del movimiento, previamente
obtenidas), permiten deducir las respectivas
ecuaciones aplicadas al canal.

Con las ecuaciones generales del canal se
obtienen las respectivas ecuaciones diferenciales
para cada caso particular sin necesidad de volver a
plantear cada vez un nuevo desarrollo. El analisis
muestra, en cada caso, cuando la ecuacion de la
energia o de la cantidad de movimiento describe
con mayor grado de precision al flujo que se trate.
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