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Resumen

En la ensefianza de la resoluciéon de problemas para preparar ingenieros, una de las técnicas
ttiles es el andlisis cuidadoso de acertijos matematicos bien seleccionados por los maestros,
los cuales sean paradigmas de familias con problemas de importantes extensiones y para cuya
solucién intervengan herramientas, conceptos y técnicas con aplicabilidad en otras areas
aparentemente desconectadas. En este articulo aparece un acertijo que se ha presentado
anteriormente en la literatura, tanto de matematicas recreativas, como de investigacién en
teorfa de informacién, teoria de la computacion y teoria de sistemas, ya que cumple con las
condiciones mencionadas. Después de analizar algunas versiones sencillas del acertijo, el
problema de las doce monedas es analizado en gran detalle y extendido hasta el limite,
generalizado ademas para nimeros arbitrarios de pesadas. En la segunda parte de este
articulo, se daran aplicaciones practicas derivadas del acertijo de las doce monedas.

Descriptores: acertijos matematicos, diagnoéstico, arbol de basqueda, bisqueda ternaria.

Abstract

In tfie teaching of problem-solving for engineers, one of tfie useful technigues is the careful analysis of
well-teacher-selected matfiematical puzzles tfiat can serve as paradigms offamilies of problems with impor-
tant extensions and whose solution requires the use of tools, concepts and technigues applicable in other
apparently unconnected areas. In this article a puzzle is presented which has appeared several times in the
literature, both of recreational mathematics and research in Information Theory, Computer Science and
Systems Theory and which satisfies the conditions mentioned. After analyzing some simple versions of the
puzzle, the problem ofthe twelve coins is analyzed in great detail, extended to the limit and generalized for
an arbitrary number ofweighings. In a second article several applications derived from the puzzle will be
presented.

Keywords: mathematical puzzles, diagnostics, search tree, ternary search.

.. los que se le presentardn en su ejercicio profesional
Introduccion al ingeniero. Dado el avance tan rapido de la
tecnologia, resulta casi imposible predecir qué tipo
El tema central de la ensefianza de la ingenieria es de problemas se les presentaran a los futuros

el aprendizaje de la resoluciéon de problemas como  ingenieros después de que reciban su titulo. Los que
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actualmente trabajamos, ya sea en el ejercicio
profesional privado, en una institucién publica o
empresa privada, o como profesores en esta
Facultad, aprendimos el uso de la regla de calculo,
la regla Ty las escuadras para dibujo constructivo,
del teodolito, trdnsito y nivel para topografia, de
diversos nomogramas para hacer ciertos calculos,
también aprendimos electrénica con tubos al
vacio, control con sistemas neumaéticos, y muchas
otras cosas que con los avances tecnolégicos se
han vuelto obsoletas, por ejemplo, la computadora
y las calculadoras electrénicas han suplantado a la
regla de calculo, los paquetes de dibujo
computarizados CAM/CAD a las técnicas manuales
de dibujo, los sistemas de posicionamiento global
en gran medida a los levantamientos con transito,
los programas de cémputo a los nomogramas, los
"chips" han hecho desaparecer los tubos al vacio, y
los sistemas neumaticos han sido reemplazados en
gran medida por sistemas de control electrénicos,
basados en microprocesadores. No basta cambiar
los planes de estudio para estudiar
microprocesadores en vez de tubos al vacio, pero
sin duda hay que hacerlo; si se pretende que los
ingenieros tengan una vida tutil de por lo menos 30
afos después de su recepcién profesional, se les
debera ensefiar co6mo enfrentar problemas que
actualmente no existen, en otras palabras, tendran
que aprender a pensar.

No se sabe cudl es la mejor manera de ensefar a
pensar, aunque es poco probable que sea el
método actual de ensefianza en la mayor parte de
las escuelas, el cual consiste en que el profesor se
pare enfrente de los alumnos y hable durante 50
minutos, escribiendo de vez en cuando en el piza-
rron o mostrando algunas imagenes en una
pantalla. Una mejor manera, es darles a los alumnos
la oportunidad de poner en practica el pensar bajo
la supervisién del maestro, disponiendo de toda la
tecnologia como libros, revistas y otros materiales
impresos (mapas, diagramas, etc.); los laborato-
rios, museos y talleres, las peliculas, audiocintas,
discos convencionales y compactos, cintas de
video, videodiscos digitales y diapositivas educa-
tivas; las conferencias y mesas de discusién, ya
sean presenciales o difundidas por medios electroé-

nicos; las computadoras con programas y bancos

de datos adecuados, ya sean individuales o
conectadas en red, incluyendo la Internet; la comu-
nicacién con otros estudiosos y expertos ya sea
presencial, verbal, epistolar, por correo conven-
cional o electrénico. Si se acepta lo mencionado,
los cursos que se impartirian serian algo cercano a
los cursos proyecto en los cuales se resolverian
problemas reales o inventados, cuidadosamente
seleccionados por los profesores. La soluciéon de
dichos problemas les daria a los estudiantes la
oportunidad de practicar la actividad de pensar y
de utilizar las herramientas contemporaneas para
resolver problemas.

Para ensefiar a resolver problemas en los que el
principal ingrediente son las ideas, el autor ha
encontrado utiles acertijos matematicos, los cuales
tienen la ventaja de ser compactos en su
planteamiento, ya que se recuerdan facilmente, son
un reto y motivan al estudiante. Un buen acertijo es
un modelo de problema que puede servir para
ilustrar toda una familia de problemas similares,
rica en ideas y frecuentemente con conexiones
inesperadas a otros problemas aparentemente
desconectados. En este articulo se plantea y
discute uno de los acertijos matematicos favoritos
del autor, el cual durante muchos afios se lo ha
planteado a sus alumnos, quienes algunos afos
después, atn lo recuerdan. El acertijo se ha
mencionado varias veces en la literatura, tanto de
acertijos como de investigacién (Kordemsky, 1992);
(Graham, 1959); (Bellman, et al., 1970); (Bellman y
Gluss, 1961); (Raisbeck, 1963); (Hammersley,
1948).

Ademas de discutir las ideas principales para su
solucién y el uso de la computadora como
herramienta de apoyo, en el articulo se discuten
también algunas posibles aplicaciones de las ideas
para resolver problemas que estan relacionados
pero aparentan estar desligados. En la segunda
parte de este trabajo se pasa de un acertijo a
problemas mas serios, como el diagnéstico médico.
En general, se muestra el diagnéstico de sistemas y
su posible relacién con la teoria de la codificacién en
los sistemas de comunicacién, asi como con
problemas de computacién asociados con las bases
de datos, temas que aparentemente no guardan
ninguna relacion con el acertijo.
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El acertijo de las doce monedas

Se tienen doce monedas aparentemente iguales,
entre ellas una es falsa, pues estd hecha con otro
metal, por lo tanto, tiene un peso diferente de las
monedas buenas. De antemano, no se sabe si la
moneda falsa es mas pesada o menos pesada que
las buenas. Se cuenta con una balanza de
comparacién (de dos platillos en los que se colocan
los cuerpos cuyos pesos se quieren comparar)
como Unica herramienta para detectar la moneda
falsa. El acertijo consiste en encontrar una
estrategia de tres pesadas para determinar con
certeza: 1) Cual es la moneda falsa y 2) Qué defecto
tiene la moneda falsa, es decir, si es més pesada o
mas ligera que las monedas buenas.

Notese que la solucién del acertijo es una
estrategia, es decir, un procedimiento analogo al
siguiente (del cual describimos solamente los
primeros pasos): se numeran las monedas del 1al
12. Para la primera pesada se ponen en el platillo
izquierdo las monedas 1, 2, 3, y en el derecho las
monedas 10, 11y 12. Si la balanza se equilibra
entonces se sabra que la moneda falsa esta entre la
4, 5, 6,7, 8, 9. Para la segunda pesada, se ponen en
el platillo izquierdo las monedas 4y 5, yen el
platillo derecho las monedas 9 y 10, etc.

La discusién que sigue sobre la solucién del acer-
tijo es mucho mas interesante para los lectores que
hayan intentado seriamente la soluciéon del mismo
que para los que no lo hayan hecho. Solamente las
personas con mucha capacidad mental deben
intentar resolverlo sin sacar lapiz y papel para hacer
diagramas, ya que la experiencia del autor es que
una persona con inteligencia promedio (el problema
se le ha planteado a estudiantes de ingenieria, mate-
maticas, humanidades y personas sin estudios
universitarios) puede llevarle de 2 a 4 horas encon-
trar una solucién.

Frecuentemente, una persona cree tener una
solucién sin tenerla. Una prueba de que se tiene
simulacién de
pensamiento. Se piensa en una moneda falsa

una solucién es hacer una
especifica, digamos la moneda 7, mas pesada que
las buenas. Se aplica la estrategia y se verifica que
ésta determine que la moneda falsa es la 7 y que el
defecto es ser mads pesada que las demads. Se repite

todo el procedimiento para cada una de las

posibles situaciones (1 pesada, 1ligera, 2 pesada, 2
ligera......... 12 pesada, 12 ligera). Si para cada uno
de los casos la estrategia determina con certeza la
moneda falsa y su defecto, entonces la estrategia
es una respuesta correcta al acertijo. Basta con que
un solo caso falle para que se considere incorrecta
la respuesta. jSUSPENDA LA LECTURA Y RETIRESE,
POR FAVOR, A RESOLVER EL ACERTIIO! Al regresar,
ya sea que haya resuelto el acertijo o que se haya dado por
vencido, continiie la lectura, el esfuerzo realizado le
ayudard a obtener un mayor beneficio de la misma.

Discusion preliminar sobre el acertijo:
Acertijos mas sencillos

Dado que el acertijo planteado es dificil, una ttil
técnica didactica recomendada por el eminente
profesor de matemaéticas G. Polya (1965) es
intentar resolver acertijos similares mas sencillos
antes de intentar el dificil. Supéngase que se sabe
de antemano que la moneda falsa es mas pesada
que las monedas buenas. Se podrian poner en el
platillo izquierdo las monedas 1a 6 y en el platillo
derecho las monedas 7 a 12. La balanza necesaria-
mente se desequilibrarda, pues es dato del acertijo
que una de las monedas es mas pesada que las
demads. Con esta primera pesada se puede reducir
la incertidumbre de la moneda falsa a una de entre
6 monedas que estdn en el platillo que descendié.
Como segunda pesada se toman 3 de esas
monedas y se colocan en el platillo izquierdo: asi
las otras tres en el derecho, con lo que se redu-
cirdn a 3 monedas la incertidumbre sobre cudl es la
moneda falsa. Las tres monedas sospechosas
seran las que estan en el platillo que descendi6 en
la segunda pesada. En la tercera pesada, siendo
impar el nimero de monedas sospechosas, no
podemos poner la mitad en cada platillo, sin
embargo, se puede apartar una de las monedas
dejandola fuera de la balanza y comparar las otras
dos. Si la balanza queda en equilibrio sabremos
que la moneda falsa fue la que apartamos. Si la
balanza se desequilibra, la moneda falsa sera la
que estd en-el platillo que descendié. Se ha
resuelto este acertijo simplificado. Resulta ttil
representar en detalle la solucién por medio de un

diagrama como el que se muestra en la figura 1
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Convendremos que en cada trifurcacién, la rama
izquierda corresponde a la situacién en la que el
plato izquierdo baja; la central corresponde a la
balanza equilibrada y la derecha a aquella en la
que el plato derecho baja.

En la figura 1las lineas inclinadas en direccién
noreste-sudoeste indican que el plato izquierdo
bajo, las inclinadas en direccién noroeste-sudeste
indican que el plato derecho bajé, y las verticales
indican que la balanza se equilibré. Los resultados
finales de los experimentos se muestran en los
cuadrados, es decir, si en la primera pesada el plato
izquierdo bajo, en la segunda el plato derecho bajo,
y en la tercera pesada la balanza quedd6 en
equilibrio, la moneda defectuosa es la moneda 6, ya
que en la primera pesada dicha moneda estaba en
el plato izquierdo y por ser més pesada hizo que
bajara dicho plato, en la segunda pesada (1, 2, 3
contra 4, 5 6) la moneda 6 se puso en el plato
derecho, por lo tanto, es el plato derecho el que
baja, yen la tercera pesada (4 contra 5) la moneda 6
no se puso en la balanza, por lo que la balanza
quedé en equilibrio. El camino desde la primera
pesada a la caja que representa la moneda
defectuosa 6, en el mas bajo nivel del diagrama,
pasa por una linea en direccién noreste-sudoeste,
luego por una linea noroeste-sudeste y, finalmente,
por
respectivamente plato izquierdo baja,

una linea vertical, éstas representan

plato

Platillo izquierdo

0030®0®

derecho baja y balanza en equilibrio. Nétese que en
la primera y segunda pesadas no hay lineas verti-
cales, porque, dados los datos del problema hay
una moneda més pesada y la balanza no puede
quedar en equilibrio.

Algunas de las ideas que han resultado tutiles son
las siguientes:

1. Cada pesada elimina algunas de Ilas
monedas sospechosas.

2. Puede ser 1util dejar algunas monedas
fuera de la balanza.

3. Los diagramas en forma de arbol invertido
son utiles para visualizar la situacién.

Pequefia digresion. La basqueda binaria
o dicétoma

Una vez que se han identificado las tres ideas
mencionadas, el profesor puede aprovechar la
oportunidad para mostrar algunas posibles apli-
caciones de dichas ideas en problemas dife-
rentes, ilustraremos aqui una de ellas. Una
técnica de busqueda de archivos Illamada
"busqueda binaria" en el disefio de bancos de
datos, se utiliza mucho para localizar la llave de
un registro determinado. Las llaves se mantienen

en orden lexicografico (el orden que se utiliza en

Platillo derecho
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directorios telefénicos y en diccionarios) ascen-
dente (o descendente) en un arreglo bidimen-
sional con dos columnas, una para las llaves y
otra para las direcciones en disco donde se
guarda todo el resto de la informacién del registro
correspondiente, (nombre, direccién, teléfono,
RFC, sueldo, fecha de ingreso a la empresa, etc.).
Se inicia comparando la llave del registro que se
busca con la llave que estd a la mitad del vector
mencionado, usando como indice para acceder al
arreglo INT((I + F)/2)
del principio y fin del vector de claves, y la

donde Ie F son los indices

funciéon INT cuando su argumento es entero
regresa el argumento, cuando es fraccionario
regresa el entero inmediatamente a la izquierda
del argumento. Si las llaves coinciden se ha
encontrado la posicién del registro y se procede a
recuperar la informacién del mismo usando la
direccién en la segunda columna. Si la llave
buscada es mayor que la llave a la mitad, se
pueden eliminar de la busqueda todas las llaves
con indice igual o menor que (I + F)/2. Si en
cambio, la llave buscada es menor que la llave a la
mitad se pueden eliminar de la busqueda todas
las llaves con indice igual o mayor que (1 + F)/2.
Deahienadelantese ajustan los indices del inicio
Iy fin F del trozo de arreglo no eliminado de la
busqueda y con dicho pedazo de arreglo se aplica
el mismo procedimiento, es decir, se compara la
llave buscada con la llave del elemento a la mitad
del pedazo de arreglo restante y como resultado
de dicha comparacién, se decide si se ha encon-
trado la llave buscada o si se elimina la mitad
superior o la mitad inferior del trozo de arreglo
restante. Al no encontrar la llave se elimina la
mitad del arreglo restante, sus indices del inicio y
fin I, F se van acercando muy rdpidamente hasta
que, o se encuentra la llave o se cruzan los
indices, concluyendo que la llave buscada no
aparece en el arreglo original. El nimero de
comparaciones de llaves no excede log2(M) + 1,
donde Mes la longitud del vector inicial de llaves.
El método es muy rédpido, pues para un archivo
con un millén de registros bastan 21 compara-
ciones para encontrar el registro de cualquier
llave y para un archivo inmenso con 10R2registros
(167 registros para cada habitante de la tierra)

bastarian 41 comparaciones. Invitamos al lector
a escribir en cualquier lenguaje que maneje arre-
glos, una rutina que busque una llave mediante
una budsqueda binaria o dic6toma.

Regresando al acertijo de las doce
monedas

El lector que ha intentado resolver el acertijo de
las doce monedas estd preparado para apreciar la
siguiente aseveracién: Cada pesada elimina un
grupo de posibilidades, por lo que si las pesadas
estdn adecuadamente disefiadas, el grupo de
posibles monedas defectuosas se va reduciendo
rapidamente en tamafio. Si analizamos la solu-
ciéon del problema de doce monedas con una
moneda falsa mas pesada que las demdés, nos
percatamos de que en la primera pesada
podemos eliminar de sospecha 6 monedas. En la
segunda pesada eliminamos de sospecha otras 3
monedas. Y en la tltima eliminamos 2 monedas
adicionales. Habiendo eliminado 6 + 3 + 2 = 11
monedas, queda una posible, la cual debe ser la
defectuosa. Como sabemos que el defecto es
estar mas pesada que las demds, hemos encon-
trado la solucién del acertijo simplificado (es
importante saber de antemano que la moneda
falsa es mas pesada que las demas) de las doce
monedas. El acertijo original, sin simplificacién,
es mas dificil, pues si en la primera pesada
ponemos las monedas 1 a 6 en el platillo
izquierdo y en el derecho ponemos las monedas 7
a 12, y baja el platillo izquierdo, no podemos
concluir que la moneda defectuosa esta en el
grupo que incluye las monedas 1a 6, puesto que
es posible que una de las monedas del 7 al 12 sea
mas ligera que las demds. Resulta que si baja el
platillo izquierdo no podemos eliminar ninguna
de las monedas. Similar conclusién obten-
driamos si bajara el platillo derecho. La primera
pesada eliminaria monedas solamente si deja-
ramos algunas monedas fuera, porque si se equi-
libra podemos eliminar las monedas en la balanza
y si se desequilibra, las monedas que estan fuera.
La balanza no puede quedar en equilibrio si
ponemos todas las monedas en la misma, pues
sabemos que una de las monedas tiene un peso
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diferente a las demas. Por analogia, con la tercer
pesada del acertijo simplificado se nos ocurre la
idea de apartar alguna o algunas monedas y no
ponerlas sobre la balanza en la primera pesada.
Consideraciones de simetria que se justificaran
rigurosamente més adelante, nos indican que
debemos formar 3 grupos de monedas de cuatro
cada uno, a saber: {1,2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {9, 10,
11, 12} y en la primera pesada dejar uno de los
grupos fuera comparando los pesos de los otros
dos grupos.

La siguiente idea importante que debemos captar
para no tener que resolver el acertijo por ensayo y
error, es reconocer que los defectos son 24 yno 12.
Si usamos las letras P para pesada y L para ligera, los
defectos son 1P, 1L, 2P, 2L,..., 12P, 12L (24 defectos
en total). Una vez que se reconozca lo anterior y se
coloquen 6 monedas en el platillo izquierdo y 6 en el
derecho, la balanza se desequilibrara, no obstante
que no podrian eliminarse totalmente ninguna de las
monedas, si eliminariamos defectos. Si el platillo
izquierdo bajase, quedarian eliminados los
siguientes posibles defectos: 1L, 2L, 3L, 4L, 5L, 6L,
7P, 8P, 9P, 10P, 11P, 12P. Vemos entonces que
aunque la balanza se desequilibrara, la pesada sinos
darfa informacién. Mas adelante se muestra que esta
pesada (poner la mitad de las monedas en el platillo
izquierdo y la otra mitad en el platillo derecho) no
puede ser parte de una estrategia exitosa, mientras
que la primera pesada en la que ponemos cuatro
monedas en el platillo izquierdo y cuatro en el
derecho si.

En la bisqueda binaria, cada comparacién de
llaves o tenia éxito y encontraba la llave buscada, o
eliminaba (aproximadamente) la mitad de los
registros restantes en donde podria estar la llave
buscada. En el acertijo de las 12 monedas, la
primera pesada, colocando 6 monedas contra 6,
podria eliminar 12 defectos de 24 posibles en caso
de desequilibrio, y ninguno en caso de equilibrio,
(cosa que no puede suceder, pues es dato que hay
una moneda defectuosa).

Mas problemas sencillos de pesadas

Un segundo problema fé4cil que plantearemos,
servira para otros més complejos. Se trata de lo

siguiente: se tienen 9 monedas aparentemente
iguales, pero una de ellas pesa mas que las demas.
H problema es disefiar una estrategia que deter-
mine en dos pesadas con una balanza de
comparacién cual de las monedas es la falsa.
Algunos estudiantes han oido hablar de la técnica
de dicotomia, mencionada anteriormente, y se les
ocurre que el primer experimento podria ser dividir
las monedas en dos grupos aproximadamente
iguales y pesar uno contra el otro. H lado que baje
tendra la moneda falsa y se habrdn eliminado
aproximadamente la mitad de las monedas.
Sucesivas aplicaciones de la misma técnica irdn
reduciendo las monedas en duda por mitades,
hasta que se logre aislar la moneda falsa. Como se
trata de 9 monedas, se podria pensar que el primer
experimento consiste en numerar las monedas,
agrupar las numeradas 1a 4 y ponerlas del lado
izquierdo de la balanza. Agrupar las monedas
numeradas 5 a 8 y ponerlas del lado derecho de la
balanza. La moneda 9 queda fuera del primer
experimento. En caso de que en la primera pesada
la balanza quede en equilibrio, sabriamos que la
moneda 9 es la falsa. Después de la primera pesada
descrita (suponiendo que la balanza no quede en
equilibrio) y determinado el grupo de 4 monedas en
las que esta la falsa, se repite el proceso con 2y 2
monedas tomadas del grupo en el que estd la falsa.
Con esto se reduce a dos monedas el grupo en el
que esta la falsa. Con un experimento final del
mismo tipo se puede aislar la moneda falsa. La
estrategia funciona, sin embargo, no cumple con la
condicién de que la determinacién se haga en
solamente 2 pesadas.

Ahora atacaremos el problema de atrds para
adelante (otra de las recomendaciones del Prof.
Polya). Sabemos que si se tuviéran 3 monedas
podriamos determinar la falsa en una pesada como
vimos arriba. Eso significa que se podrian dejar 3
monedas fuera en el primer experimento, sabiendo
que en caso de que la balanza quede en equilibrio en
la primera pesada, la falsa quedara entre las 3 que
quedaron fuera; como se indicé antes, en una
pesada més podemos determinar cudl es la falsa. Por
otra parte, si la balanza no queda en equilibrio, la
moneda falsa debe estar entre las monedas que
estan en el platillo que baj6. Como cada platillo
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tiene 3 monedas, en una posterior pesada se puede
determinar la moneda falsa. Hemos logrado resolver
el problema. Resumiendo, la técnica es: se forman
tres grupos de tres monedas cada uno. Se pesa el
primer grupo contra el segundo y se deja fuera el
tercer grupo. Si la balanza se desequilibra, se toman
las tres monedas del plato que baja como las activas
en la segunda pesada. Si la balanza se equilibra en la
primera pesada se toman las monedas que quedaron
fuera como las monedas activas de la segunda
pesada. En la segunda pesada de las tres monedas,
se ponen las primeras dos, una en cada platillo y se
deja la tercera fuera. Si la balanza se desequilibra, la
moneda que esté en el plato que bajo es la falsa. Si la
balanza queda equilibrada, la moneda falsa es la que
qued6 fuera. La informacién descrita se puede
presentar graficamente en la figura 2.

Problema sencillo con ocho monedas

Supoéngase que el problema anterior se plantea de
igual forma, pero con ocho monedas en vez de
nueve. En este caso, no es posible formar tres
grupos de tres monedas cada uno. Sin embargo, lo
que si se puede integrar son 2 grupos de 3 monedas
y uno de 2. H de 2 monedas puede ser el que se deje
fuera. Haciendo esto, no cambia practicamente en

primera pesada.

©

fuera

segunda
pesada.

monedas
falsas.

nada la estrategia, pues en el caso de que se equi-
libre la balanza en la primera pesada, simplemente
se pesan en la segunda las monedas 7 y 8 y no se
deja ninguna fuera. En este caso, en la segunda
pesada la balanza no se puede equilibrar, pues es
dato del problema que una de ellas es definitiva-
mente mdas pesada. Por esa razén, en lugar de
rotular el cuadro de en medio del grupo central en la
parte inferior de la figura 2 con 9, se puede rotular
con I (de imposible) y utilizar el mismo arbol diag-
noéstico borrando la moneda 9 de cualquier otro
lugar en el que aparezca. Con esta explicacién se
cumple el resultado de la versién del problema y
ahora pasaremos a uno que es considerablemente
mas complicado.

Problema dificil de pesadas. Doce
monedas con una falsa que puede ser
pesada o ligera

Ahora se resolvera el problema original, el cual es
considerablemente més dificil que los anteriores.
Repetimos el enunciado: se tienen 12 monedas
aparentemente iguales, pero una de ellas es falsa y
tiene un peso diferente a las demds, asimismo, no
se sabe si es mas pesada o més ligera. Disefiar una
estrategia que en tres pesadas con una balanza de

©OO
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monedas que
quedan fuera.

Q © O© 0 © ®
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comparacién (del mismo tipo que la utilizada en los
problemas anteriores) determine: 1) Cual es la
moneda falsa. 2) Qué defecto tiene, es decir, deter-
minar si es mas pesada o mas ligera que las demas.

La mayor parte de los estudiantes que resuelven
este problema lo hacen por ensayo y error con poca
guia tedrica que oriente los experimentos que
ensayan. En algin momento, sobre todo si ya
resolvieron previamente el problema de las 9
monedas, se les ocurre hacer 3 grupos y dejar
alguno de los grupos fuera de la balanza para ser
examinado en el caso que en el primer experimento
la balanza quede en equilibrio. No todos dividen el
grupo de monedas en subgrupos iguales. Hay
algunos que pesan 5 contra 5y dejan fuera 2. O
pesan 3 contra 3 y dejan fuera 6 considerando que
si en la primera pesada la balanza se equilibra,
pueden eliminar las 6 monedas pesadas y en el
segundo experimento pesar 3 contra 3 de las 6
restantes. Los mds listos no tardan demasiado en
descubrir que una buena alternativa es pesar 4
contra 4 en el primer experimento y dejar fuera 4, es
decir, formar tres grupos con iguales cantidades de
monedas.

Estos se dan cuenta que la clave del asunto es
llevar el conteo de las posibilidades que se van elimi-
nando y de las puntas del arbol diagnéstico que se
muestra esquematicamente en la figura 3.

Figura 3

Recordamos que las posibilidades son 24, a saber:
1P, 1L, 2P, 2L, ..., 12P, 12L. Por otra parte, de cada
experimento salen 3 puntas, por lo que el drbol con
tres experimentos sucesivos tiene 33 = 27 puntas.
Si el problema se resuelve satisfactoriamente, al

final de las puntas en cuadrados similares a los que
aparecen en las figuras 1y 2, se deberian poner las
24 alternativas. Notamos que sobran 3 puntas.
Posiblemente, como sucedié en el problema de las
8 monedas, algunas de las puntas correspondan a
resultados imposibles.

Para que la estrategia de solucién tenga éxito es
importante no perder puntas del arbol. Por
ejemplo, al reconocer que pesar 6 monedas contra
6 en el primer experimento si ofrece informacién,
dicho
experimento pierde 9 de las puntas finales, pues no

también es conveniente notar

que
hay la oportunidad de que en el primer experimento
la balanza quede en equilibrio, por lo que se pierde
la rama central del inicio del arbol diagndstico. Esta
aseveracion es una demostracién matemaética de
que no puede tener éxito una estrategia que
comienza por pesar 6 monedas contra 6; razén por
la que cuando se reta a una audiencia a resolver
este problema (que tiene muchas posibles
soluciones), posiblemente una persona cree que ya
tiene una solucidén, la cual comienza pesando 6
monedas contra 6. Es seguro que su solucién no es
correcta. La mejor manera de descubrir el error es
analizando las posibilidades que se van eliminando
y las puntas restantes del arbol.

Pasemos ahora a examinar otras posibles
primeras etapas de estrategias de solucidn.
Supéngase que se inicia pesando 3 monedas contra
3, dejando 6 fuera. En el caso de que la balanza se
equilibre en la primera etapa, quedarén, en la rama
central del inicio del arbol, 12 posibilidades que
corresponden a las monedas que quedaron fuera,
cada una de las cuales puede ser pesada o ligera.
Como el resto del arbol de tres etapas solamente
tiene 9 puntas, ya no es posible separar las 12
posibilidades de a una por rama final, por lo que no es
posible resolver el problema completamente. Con
mas razon, no es posible obtener una solucién
completa si se comienza pesando 2 contra 2
monedas porque en caso de que la balanza se
equilibre seran 16 posibilidades las que hay que
determinar (correspondientes a las posibilidades
pesada y ligera para cada una de las ocho monedas
que quedaron fuera de la primera pesada) con un
subarbol que solamente tiene 9 puntas. Peor atin es la
situacioén si se comienza pesando una moneda contra
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otra. En caso de que la balanza se equilibre (situacién
muy probable a menos que tengamos la fenomenal
suerte de escoger para la primera pesada a la moneda
falsa) quedaran 20 posibilidades por determinar con
un subdarbol diagnéstico de 9 puntas. Finalmente,
analizemos la situacién si se comienza pesando 5
contra 5 monedas. Si la balanza se equilibra estamos
de suerte porque entonces la moneda defectuosa
esta entre las dos que quedaron fuera en la primera
pesada y con facilidad determinariamos en dos
pesadas mas cudl es la moneda falsa y si es pesada o
ligera. Sin embargo, esta alternativa falla en el caso
de que la balanza se desequilibre en la primera
pesada, pues lo Gnico que se podria concluir es que
las posibilidades que quedan son que cualquiera de
las 5 monedas cuyo plato bajé podrian ser pesadas y
cualquiera de las 5 monedas cuyo plato subi6é podrian
ser ligeras. Esto nos da 10 posibilidades, las cuales no
se podran separar totalmente con un subarbol de 9
puntas (aunque tendremos que reconocer que
quedamos muy cerca de hacerlo).

Habiendo demostrado rigurosamente que ninguna
estrategia que comience pesando 1contra 1, 2 contra
2; 3 contra 3; 5 contra 5 y 6 contra 6 es capaz de
resolver completamente el problema, nos queda
solamente la alternativa de comenzar pesando 4
contra 4. Esta alternativa la examinaremos a
continuacion:

Si se pesan 4 contra 4 monedas, dejando 4
monedas fuera y se equilibra la balanza, entonces
podemos concluir que las 8 monedas que se
pusieron en los platos de la balanza son buenas. Las
posibilidades que quedan son 8 correspondientes a
cada una de las 4 monedas que quedaron fuera, cada
una con dos posibilidades: pesada o ligera. Como el
subarbol de dos etapas correspondiente a los dos
experimentos restantes tiene 9 puntas, hay la
esperanza de que se puedan separar las 8
posibilidades. (Como veremos maés adelante, esta
esperanza se convierte en una realidad una vez que
deducimos una estrategia adecuada para hacerlo).
Por otra parte, si en el primer experimento la balanza
se desequilibra, podemos eliminar las posibilidades
de que las monedas que estan en el plato que subié
sean pesadas y las posibilidades de que las monedas
que estan en el plato que baj6 sean ligeras. Esto nos
deja 8 posibilidades activas. Cualquiera de las 4

monedas en el plato que bajé pueden ser pesadas y
cualquiera de las 4 monedas en el plato que subié
pueden ser ligeras. Como el subarbol que
corresponde a las dos etapas restantes tiene 9
puntas y hay 8 posibilidades a determinar, entonces
existe la esperanza de que lo podamos hacer.
(Posteriormente mostramos que también esta
esperanza se convierte en realidad). El argumento
deja viva la estrategia que comienza pesando 4
monedas contra 4. Ahora resta encontrar una
estrategia las 8

posibilidades restantes en cada una de las tres

que efectivamente separe
ramas que parten del inicio del 4rbol completo en las
dos pesadas que nos quedan. (En términos
matematicos hemos demostrado que la estrategia
de comenzar pesando 4 monedas contra 4, dejando
4 monedas fuera, es necesaria. Todavia tenemos que
demostrar que es suficiente).

Analicemos la rama central del arbol que
corresponde a que en el primer experimento se
equilibre la balanza. Si se numeran las monedas y se
ponen en el plato izquierdo las monedas 1, 2, 3y4 y
en el derecho las 5, 6, 7y 8, sabemos que las monedas
1la 8 son buenas. Las posibilidades que quedan son
9P, 9L, 10P, 10L, IIP, 11IL, 12P, 12L. Debemos hacer
las cosas de tal manera que en cada punta de la
segunda etapa del subédrbol de la rama central no
queden mas de 3 posibilidades para que en la ultima
etapa cuyo subarbol tiene 3 puntas las podamos
separar. Por ejemplo, si el segundo experimento
consistiera en pesar las monedas 9 y 10 en el plato
izquierdo contra 11 y 12 en el plato derecho, yel plato
izquierdo bajara, quedarian las siguientes
posibilidades: 9P, 10P, 11L, 12L. Estas cuatro
posibilidades no se pueden separar en una pesada
més que tiene tres puntas. Por lo tanto, este
experimento no es adecuado. Igualmente si
pesaramos la moneda 9 en el plato izquierdo contra la
moneda 10 en el derecho y la balanza se equilibrase,
entonces las posibilidades restantes serian IIP, 11T,
12P, 12L. Nuevamente se tienen cuatro posibilidades
imposibles de separar con un subarbol de 3 puntas.
Queda todavia la posibilidad de poner las monedas 9
y 10 en el plato .izquierdo y la moneda 11 mas alguna
de las buenas como la 1en el plato derecho, y dejar
fuera la moneda 12. En ese caso, si la balanza se

equilibra podemos deducir que 9, 10 y 11 son
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monedas buenas y las posibilidades restantes son
12P, 12L. Como son dos posibilidades, se pueden
separar en una dltima pesada cuyo subarbol tiene 3
puntas. Simplemente se pesan 12 en el plato
izquierdo contra una moneda buena como la 1en el
plato derecho. En caso que el plato izquierdo baje,
entonces la moneda 12 es pesada. En caso de que el
plato izquierdo suba, entonces la moneda 12 es
ligera. Queda por analizar el caso del segundo
experimento (monedas 9 y 10 en el plato izquierdo
contra monedas 11y 1len el derecho) en donde la
balanza se desequilibre. Supongamos que el plato
izquierdo baje. Esto se puede deber a alguna de las
siguientes posibilidades: 9P, 10P, 11L. Si en cambio,
el plato izquierdo sube, entonces las posibilidades
son 9L, 10L, 11P. En ambos casos solamente quedan
tres posibilidades para un subarbol con tres puntas.
La situacion se puede resolver para el caso en que el
plato izquierdo baje pesando la moneda 9 en el plato
izquierdo, contra la 10 en el plato derecho, y dejando
fuera la moneda 11 que en este caso solamente
puede ser ligera. Si la balanza se equilibra deducimos
que la moneda 11 es ligera. Si baja el plato izquierdo
deducimos que la moneda 9 es pesada. Si baja el
plato derecho deducimos que la moneda 10 es
pesada. El caso en que el plato derecho sea el que
baje en el segundo experimento se resuelve de
manera andloga. Resumimos el analisis de la rama
central del arbol con la figura 4. Junto a cada rama,
cruzédndola, aparecen subrayadas las posibilidades
pendientes de determinacioén.

En las puntas inferiores estdn marcadas con
negritas las monedas y sus defectos. Las monedas
que intervienen en cada experimento aparecen en
las correspondientes trifurcaciones en cursivas,
mostrando del lado izquierdo de la trifurcacién las
monedas que se ponen en el plato izquierdo y en el
lado derecho las que se ponen en el plato derecho.
Las ramas del arbol del lado izquierdo de las trifurca-
ciones, corresponden al resultado del experimento
en que el plato izquierdo baja. La rama central
corresponde a la balanza equilibrada y las ramas
derechas corresponden al resultado en que el plato
derecho baja. La porcién mostrada del arbol nos
indica que el primer experimento consiste en poner
las monedas 1,2,3,4 en el plato izquierdo y las
monedas 5,6,7,8 en el plato derecho. (Las monedas

9,10,11,12 quedan fuera). Si la balanza se equilibra
en el primer experimento, entonces se ponen las
monedas 9,10 en el plato izquierdo y las monedas
11,1 en el derecho. Si en el segundo experimento la
balanza se equilibra, entonces en el tercer experi-
mento se pone la moneda 12 en el plato izquierdoy 1
en el plato derecho. En forma anéloga se

interpretan las demdas ramas del arbol.

.9 _ . s 7

9.10.11, 12 quedan fuera

Analizemos ahora el caso en que en el primer experi-
mento la balanza se desequilibra. Esta es la situa-
cién que mads trabajo les cuesta a la mayor parte de
los estudiantes. El secreto del anélisis es llevar
cuenta de las posibilidades que quedan y disefiar los
experimentos de manera que las puntas de los
subarboles sean suficientes para separar dichas
posibilidades. Cuando en el primer experimento
(pesar monedas 1,2,3,4 en el plato izquierdo contra
5,6,7,8 en el derecho) el plato izquierdo es el que
baja, podemos concluir que las tnicas posibilidades
de que esto suceda son las siguientes: 1P, 2P, 3P, 4P,
5L, 6L, 7L, 8L. Tendremos ahora que disefiar un
experimento tal que en cada punta de la primera
etapa del subarbol no queden mas de 3 posibili-
dades para poder separarlas en el altimo experi-
mento que tiene tres puntas por cada punta del
segundo experimento. Un punto clave es no olvidar
que debemos dar la oportunidad de que en el
segundo experimento la balanza quede en equili-
brio, de otra manera, se estarian desperdiciando 3
de las puntas finales. La balanza queda en equilibrio
cuando la moneda falsa no estd colocada en
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ninguno de los platos de la misma, es decir, cuando
la moneda falsa esta entre las monedas que se dejan
fuera de la pesada. Por lo dicho, parece una buena
idea dejar fuera del segundo experimento la pesada
de tres de las monedas sospechosas. Digamos 6,7,8.
Debemos entonces incluir en el experimento a las
monedas 1,2,3,4,5. Por ser impar, se debe incluir una
de las monedas que ya se sabe son buenas en el caso
de que en el primer experimento la balanza se dese-
quilibre, por ejemplo la moneda 12. Si disefiamos la
pesada del segundo experimento sin el debido
cuidado, saldra alguna punta de la primera etapa del
subarbol con més de tres puntas. Por ejemplo, si se
pesaran las monedas 1,2,3 en el plato izquierdo
contra 4,5,12
izquierdo bajase, quedarian las posibilidades 1P, 2P,

en el plato derecho, y el plato

3P, 5L, las cuales no se podrian separar con un
subédrbol de 3 puntas. Por lo tanto, es necesario que
en el plato izquierdo pongamos una mezcla de
monedas posiblemente pesadas y posiblemente
ligeras. Por ejemplo, si pesamos 1,2,5 en el plato
izquierdo contra 3,4,12 en el plato derecho yel plato
izquierdo bajara, las posibilidades restantes serian
1P, 2P. Por ser s6lo 2, facilmente en el tercer experi-
mento se pueden separar, pesando 1en el plato
izquierdo contra 2 en el plato derecho, el plato que
baje es el que contiene la moneda pesada. La
balanza no se puede equilibrar porque ya solamente
quedan las posibilidades 1P, 2P, por lo que la punta
correspondiente a una balanza equilibrada la

1.2,34 -5,6,7.8

P 1 2P 7L 8L 6L
resultados finales

3P 5L 4P 9P 11L 10P12P

deberiamos de marcar con Ide imposible. Si por otra
parte, en el segundo experimento, el plato derecho
es el que baja, entonces las posibilidades restantes
serian: 3P, 4P, 5L que al ser tres podemos separar en
el tercer experimento pesando 3 en el plato
izquierdo contra 4 en el plato derecho y dejando
fuera la moneda 5. Si la balanza se equilibra
entonces la moneda falsa es la 5y es ligera. Si el
plato izquierdo baja, entonces se trata de 3P. Si el
plato derecho baja, se trata de 4P. Finalmente, si en
el segundo experimento la balanza se equilibra,
como se han dejado fuera de la pesada las monedas
6,7,8 las cuales son posiblemente ligeras, podemos
separar estas tres posibilidades pesando la moneda
6 en el plato izquierdo contra 7 en el derecho. Si la
balanza queda en equilibrio, la moneda falsa es la8'y
es ligera. Si el plato izquierdo baja, la moneda falsa
es la 7 y es ligera; y si el plato derecho baja, entonces
la moneda falsa es la 6 y es ligera.

Hemos logrado disefiar una estrategia que resuelve
por completo la rama izquierda que parte del principio
de todo el arbol. La rama derecha presenta un problema
simétrico, por lo que no se detallard, dejando su solucién
al lector. La solucién completa al problema de las 12
monedas queda representada esquematicamente en la
figura 5. Notese la presencia de tres resultados finales
marcados con I que representan situaciones imposibles,
dado el conocimiento de que una de las monedas es
falsa. Junto a cada rama del arbol aparecen subrayadas
las posibles monedas falsas y sus defectos.

primer experimento

I 12L 10L IIP 9L 41 5P 31 6P 8P 7P 21 | i
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Una pequena complicacién adicional: 13
monedas con una testigo

Al resolver el problema de las 12 monedas vamos
ahora a complicar un poco el problema afiadiendo
una moneda mas y dejando la posibilidad de que una
moneda sea falsa o ninguna. Sin embargo, vamos a
proveer una moneda testigo, es decir, una moneda
que sabemos que es buena. El problema es ahora
determinar en tres pesadas cudl de 13 monedas (o
ninguna) es falsa y su defecto (si es pesada o ligera).
Tenemos acceso a una moneda adicional llamada B
que es buena. Vamos a resolver el problema
aprovechando las puntas que en la figura 5 aparecen
marcadas con 1, por ser imposibles bajo las hipétesis
del problema de las 12 monedas. Como se tienen 27
posibilidades, a saber: cada una de las 13 monedas
puede ser pesada o ligera (26 posibilidades) y
posiblemente ninguna de las monedas es falsa
(posibilidad 27), tenemos que aprovechar todas las
puntas del arbol. Debemos dividir las monedas en 3
grupos. En los dos primeros grupos debemos tener 9
monedas sospechosas que al desequilibrar la
balanza deje 18 posibilidades que corresponden a
las 18 puntas finales del arbol de la figura 5 de las
ramas izquierda y derecha que parten del inicio del
arbol. En el tercer grupo, que dejaremos fuera de la
primera pesada,
corresponden a 8 posibilidades y la posibilidad de

pondremos 4 monedas que

que ninguna de las monedas sea falsa ocupara la
novena punta final de la rama central del &rbol de la
figura 5. Como en los primeros dos grupos tenemos
un nimero impar de monedas y necesitamos poner
igual nimero de monedas en cada plato, utilizamos
aqui la moneda testigo B. Por lo tanto, en el primer
experimento pesamos las monedas 1,2,3,4,5 en el
plato izquierdo y 6,7,8,9,B en el plato derecho. Si el
plato izquierdo baja, las 9 posibilidades son 1P, 2P,
3P, 4P, 5P, 6L, 7L, 8L, 9L . Si el plato derecho es el
que baja, entonces las 9 posibilidades son 1L, 2L,
3L, 4L, 5L, 6P, 7P, 8P, 9P. Si la balanza se equilibra en
el primer experimento tendremos como
posibilidades 10P, 10L, 11P, 11L, 12P, 121, 13P, 13L,
T. Donde con T se ha designado la posibilidad de que
todas las monedas sean buenas. Se han repartido en
cada rama que parte del inicio del arbol 9
posibilidades, para igual nimero de puntas de los
subarboles correspondientes.

Procedamos a disefiar el segundo experimento para
la rama central correspondiente a la situacién en
que en el primer experimento la balanza queda
equilibrada. La situacién es muy parecida al
problema de las 12 monedas pues tenemos cuatro
monedas en duda. Usando la misma estrategia, el
segundo experimento para la rama central del 4rbol
es pesar las monedas 10, 11 en el plato izquierdo,
contra 12, B en el plato derecho, dejando la
moneda 13 fuera de la pesada. Si la balanza queda
en equilibrio, solamente la moneda 13 es sospe-
chosa y en el tercer experimento la pesamos contra
B. En dicho experimento, si 13 baja, entonces es
falsa y pesada. Si 13 sube, entonces es falsa y
ligera. Si la balanza queda en equilibrio, tenemos la
situacién T, es decir, todas las monedas son
buenas. Por otra parte, si en el segundo experi-
mento el plato izquierdo baja entonces las posibili-
dades que restan son 10P, IIP, 12L y la situacion se
resuelve en el tercer experimento, pesando 10 en el
plato izquierdo contra 11en el plato derecho. La
moneda que baje es falsa y pesada. Si la balanza
queda en equilibrio, entonces la moneda falsa es la
12 y es ligera. Finalmente, si el plato derecho es el
que baja en el segundo experimento las posibili-
dades son 10L, 11L, 12P, situacién que se resuelve
en el tercer experimento, pesando la moneda 10 en
el plato izquierdo contra la 11en el derecho. Si la
balanza queda en equilibrio la moneda falsa es la 12
y es pesada. Si el plato izquierdo baja, entonces la
moneda falsa es la 11y es ligera y si el plato derecho
es el que baja, entonces la moneda falsa es la 10 y
es ligera.

Ahora disefiaremos los experimentos de la rama
del del
diagndstico. Dicha rama corresponde a que el

izquierda que parte inicio arbol
plato izquierdo baje en el primer experimento. Las
posibilidades cuando esto sucede son: 1P, 2P, 3P,
4P, 5P, 6L, 7L, 8L, 9L. Como la balanza ya se
desequilibr6 y no hay més de una moneda falsa, en
este punto sabemos que las monedas 10, 11, 12,
13 son buenas. Dejemos fuera del segundo
experimento las monedas 7,8, y 9. La tnica
moneda posiblemente ligera que entra sera la 6. H
experimento en el que pesamos las monedas
1,2,3,6 en el plato izquierdo contra 4,5,B,13 en el

derecho, en el cual sabemos de antemano que By
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13 son buenas, deja a lo mas tres posibilidades
para cada estado de la balanza. Si se equilibra, las
posibilidades son las que dejamos fuera, a saber:
7L, 8L, 9L. Si el plato izquierdo baja, las
posibilidades son: 1P, 2P, 3P. Si el plato derecho
baja, entonces las posibilidades son: 6L, 4P, 5P.
Los dltimos tres experimentos que las separan son
los siguientes: Balanza Equilibrada, pesar 7 en el
plato izquierdo contra 8 en el derecho; Plato
Izquierdo Baja, pesar 1en el plato izquierdo contra
2 en el derecho; Plato Derecho Baia. pesar 4 en el
plato izquierdo contra 5 en el derecho. Un
resumen de los experimentos y los resultados
finales aparecen en el 4rbol diagnéstico de la
figura 6.

Generalizacion del problema de las 9
monedas

H problema de las 9 monedas se puede generalizar a
otras cantidades si estamos dispuestos admitir un
mayor nimero de pesadas. Ya vimos que si se reduce
el nimero de monedas, el problema se puede
resolver con la misma estrategia y con igual cantidad
de pesadas (se hizo para el caso de 8§ monedas). Con
un nimero mayor de pesadas se puede determinar la
falsa entre un ntmero mayor de monedas. En

particular, vamos a demostrar que se puede deter-
minar la moneda falsa que pesa mdas que las
normales de entre 3N monedas en N pesadas con
una balanza de comparacién. Anteriormente resol-
vimos en detalle el caso de 32 = 9 monedas en dos
pesadas. Se seguird una estrategia muy similar a la
utilizada para resolver el problema de 9 monedas
para solucionar el problema de 3Nmonedas. La
demostracion utiliza la induccién matematica que
dice: Sj una aseveracion que depende de un parimetro
entero positivo Nes cierta para N = K y ademds si el supo-
nerla cierta para N- 1implica que es cierta para N, entonces
la aseveracion es cierta para todos los niimeros enteros posi-
tivos N > K En particular si K= 1, entonces es cierta para
todos los niimeros enteros positivos .

Comenzamos por demostrar que es cierto que
una moneda falsa de entre 31= 3 que pesa mas que
las normales se puede determinar con una pesada
en una balanza de comparacion. Se dividen las tres
monedas en tres grupos (cada grupo tendra una
sola moneda). Llamémosles a los grupos 1, 2y 3.
Pesemos el grupo 1len el plato izquierdo contra el 2
en el plato derecho. Si la balanza permanece en
equilibrio la moneda del grupo 3 es la falsa. Si el
plato izquierdo baja, entonces la moneda del grupo
les la falsa. Si el plato derecho baja, entonces la
moneda del grupo 2 es la falsa.
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Vamos ahora a suponer que es cierto que tenemos
una estrategia valida para determinar entre 3\
monedas cudl es la falsa, porque pesa mas, en N-1
pesadas con una balanza de comparacién. Vamos a
demostrar que esta suposicién implica que
podemos determinar de entre 3Nmonedas cual es la
falsa en Npesadas con una balanza de comparacion.
Dividimos el conjunto total de 3Nmonedas en tres
grupos cada uno, conteniendo, 3N’ monedas.
Llamemos a los grupos 1, 2 y 3. Dejamos fuera el
grupo 3 y pesamos en el plato izquierdo el grupo 1
contra el grupo 2 en el plato derecho. Si la balanza se
equilibra, la moneda falsa estd en el grupo 3. Si el
plato izquierdo baja, la moneda falsa estd en el
grupo 1. Si el plato derecho baja, la moneda falsa
estd en el grupo 2. Para conseguir esta informacién
se ha utilizado una pesada. Con las N- 1 pesadas
que restan aplicadas a las 3NI monedas del grupo en
el cual se determiné que estd la moneda falsa, se
determina cudl de ellas es la falsa, cosa que se logra
por hipétesis. Por lo tanto, se puede determinar la
moneda falsa que pesa mas que las normales de
entre 3Nmonedas en N pesadas, con la estrategia
descrita. Debe quedar claro que si en vez de saber
que la moneda falsa es mas pesada que las
normales, lo que se sabe es que es mas ligera, un
procedimiento completamente anédlogo, fijandose
en vez de cudl plato baja, cuél sube, determinaria en
N pesadas cual es la falsa entre 3Nmonedas. Este
resultado va a ser ttil en la solucion de la generaliza-
cién del problema de las 13 monedas.

Generalizaciéon del problema de las 13
monedas

H problema de las 13 monedas, una o ninguna de
las cuales es falsa, pesando mas, menos, o igual
que las normales, y la cual hay que determinar en 3
pesadas con una balanza de comparaciéon, estando
disponible una moneda testigo buena, es un caso
particular para N = 3 del siguiente problema: se
tienen (3N- 1)/ 2 monedas, una o ninguna de las
cuales es falsa pesando mas, menos (o igual que las
normales, para el caso de que ninguna sea falsa).
Determinar en N pesadas cudl de ellas es la falsa y
su defecto o, en su caso, si ninguna de ellas es falsa.
Se cuenta con una moneda testigo adicional buena.

Este problema ha sido resuelto en detalle
anteriormente para el caso N = 3, BN 1)/2 = (27 -
1)/2 =13.

Para familiarizarnos con el problema vamos a
comenzar por resolver el caso N = 2. En este caso
se trata de (32- 1)/2 =

determinar la falsa (o decir si ninguna es falsa) en

4 monedas y hay que

dos pesadas. Se cuenta con una moneda adicional
testigo buena. Este problema ya se nos ha
presentado antes durante el analisis de la rama
central en la solucién del problema de las 12
monedas. La solucién que encontramos ahi
(adaptada a la numeracién 1,2,3,4 para las
monedas y B para la testigo) fue comenzar pesando
en el plato izquierdo las monedas 1,2 y en el
derecho 3,B dejando la moneda 4 fuera. Este
experimento nos deja 3 posibilidades pendientes
para cada estado de la balanza. Si el plato izquierdo
baja, las posibilidades son: 1P, 2P, 3L. Si el plato
derecho baja entonces las posibilidades son: 1L
2L, 3P. Si la balanza se equilibra, las posibilidades
son: 4P, 4L, T, donde con T denotamos el caso en
que todas las monedas son buenas. La
determinaciéon del resultado final se hace de la
siguiente manera: cuando en el primer experimento
el plato izquierdo baja, se pesa la moneda 1en el
plato izquierdo contra la moneda 2 en el plato
derecho. El plato que baje tiene la moneda falsa
que es pesada. Si la balanza se equilibra, la moneda
falsa es la 3 y es ligera (por ser la posibilidad que se
dejo fuera del experimento). Si el plato derecho es
el que baja, se pesan las monedas 1en el plato
izquierdo contra la 2 en el derecho y se deja fuera la
3. Si la balanza se equilibra la moneda falsa es la
que quedoé fuera, o sea la 3, y es pesada. Si la
balanza se desequilibra, la moneda que estd en el
plato que sube es la falsa y es ligera. El arbol
diagnoéstico correspondiente se puede tomar de la
figura 4 considerando los dos mas bajos niveles de
trifurcacién y sustituyendo las monedas 1,2,3,4,B
por las 9,10,1 1,12,1, respectivamente.
Observamos las siguientes caracteristicas de los
casos N = 2 (4 monedas en dos pesadas) yN= 3 (13

monedas en tres pesadas).

1. Todas las 3Npuntas del arbol diagnéstico
estan ocupadas con distintas posibilidades.
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Una de ellas que corresponde a Nveces que la
balanza quedé en equilibrio es la posibilidad
T. Las demas con (3N- 1) posibilidades de
monedas falsas, la mitad ligeras y la mitad
pesadas. (Notese que 3N- 1es un namero par,
por lo que tiene mitad entera).

2. Los arboles diagnésticos se pueden construir
de manera que tengan simetria axial respecto a
la secuencia de ramas intermedias en las que
siempre se equilibrala balanza.

3. En el primer experimento las cosas se pueden
arreglar de manera que en el plato derecho vaya la
moneda testigo, por lo que la rama izquierda que
parte del primer experimento tendrd una
posibilidad méas de ser pesada que las
posibilidades ligeras. El nimero de posibilidades
asociadas con esa rama izquierda sera un ntimero

impar que vale 3N L

4. Para la rama izquierda del arbol diagnéstico en
el segundo experimento, siempre se pueden
dejar fuera del mismo monedas exclusivamente
ligeras. Estas monedas son las que aparecerdn
en la rama central del segundo experimento de la
rama izquierda. El nimero de monedas que se
dejan fuera en este segundo experimento es 3N2.
Como vimos en la seccidén anterior, sabiendo su
defecto (todas posiblemente ligeras), se puede
determinar la falsa en N-2 pesadas.

5. H segundo experimento siempre se puede
disefiar de manera que todas las 3N2posibilidades
de la rama izquierda que parten de dicho experi-
mento sean posiblemente monedas pesadas, por
lo que la moneda falsa se podra determinar en N-2
pesadas por lo deducido en la secciéon anterior.

6. La rama derecha que parte del segundo experi-
mento, se puede arreglar a manera de mezcla de
posibilidades de monedas ligeras y pesadas, siendo
el namero truncado a entero positivo de 3N2/2
ligeras y el mismo nimero mas uno, pesadas.

Antes de proporcionar una demostracién por
induccién de la estrategia general, resolveremos el

problema para N=4 y (34- 1)/2=40 monedas, revi-
sando que estas caracteristicas se cumplan.
Comenzamos por dividir las monedas en tres
grupos de 14, 13 y 13 monedas llamandolos 1, 2y 3.
Pesamos en el primer experimento 14 monedas del
grupo len el plato izquierdo contra 13 monedas del
segundo grupo y B (moneda testigo) en el plato
derecho. Si la balanza permanece en equilibrio, la
posiblemente falsa (o la posibilidad de que todas
sean buenas) estd en el grupo 3. Como se trata de
13 monedas y todavia se tienen 3 pesadas para
descubrir la falsa (o determinar que todas son
buenas), se puede aplicar la solucién al problema
de las 13 monedas que se detall6 antes. Si el plato
izquierdo baja en el primer experimento, entonces
se tienen las siguientes posibilidades (numerando
las monedas como sigue: 1a 14 las del primer
grupo, 15 a 27 las del segundo grupo y 28 a 40 las
del tercer grupo): 1P, 2P....... 14P, 15L, 16L, .... 27L.
Un total de 27 posibilidades para un subarbol diag-
noéstico de tres etapas con 27 puntas exactamente.
En el segundo experimento de la rama izquierda
podemos dejar fuera las 9 monedas posiblemente
ligeras 19,20...... 27. Estas se pueden determinar en
caso de que en el segundo experimento la balanza
se equilibre con la estrategia para determinar una
moneda ligera de 9 en dos pesadas, usando la estra-
tegia para resolver el problema de las 9 monedas y
adaptdndola para que las monedas falsas sean
ligeras en vez de pesadas. De las monedas que
entran en el segundo experimento ponemos en el
plato izquierdo las posiblemente pesadas 1,2....9y
las posiblemente ligeras 15,16,17,18. En el plato
derecho ponemos el resto de las posiblemente
pesadas 10,11,12,13,14 y para que haya igual
nimero de monedas en los dos platos, comple-
tamos con 8 monedas buenas (una de ellas puede
ser la testigo) que las podemos tomar de entre las
que quedaron fuera en el primer experimento. (Hay
suficientes, pues en el primer experimento dejamos
fuera 13 monedas). Un anéalisis de las posibilidades
en el caso de los tres posibles estados de la balanza
arroja lo siguiente: si la balanza se equilibra, el caso
ya fue discutido antes; si el plato izquierdo baja, las
9 posibilidades son 1P,2P.....9P, que se pueden
separar en dos pesadas mas con la técnica de solu-
cién del problema de las nueve monedas; si el plato
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derecho baja, las 9 posibilidades son 10P, 11P, 12P,
13P, 14P, 15L, 16L, 17L, 18L. Estas ultimas se
pueden separar en tres grupos de tres posibilidades
cada uno con el experimento de pesar en el plato
izquierdo las monedas 10,11,12,15 contra 13,14, y
dos buenas y dejar fuera del experimento las
monedas posiblemente ligeras 16,17,18. Si en este
tercer experimento el plato izquierdo baja las posi-
bilidades son 10P, IIP, 12P que facilmente se
separan en una pesada mas; si el plato derecho
baja, las posibilidades son 13P, 14P, 15L que
también se separan en una pesada mas; finalmente,
si la balanza se equilibra las posibilidades son 16L,
17L, 18L que en una pesada mads se separan fécil-
mente. La rama derecha que parte del inicio del
arbol diagnoéstico se resuelve de manera analoga
cambiando P’s por L's con los mismos experi-
mentos, esto nos da un arbol diagnéstico simé-
trico, por lo que se cumple el punto 2 arriba.
Aunque no hemos dibujado el arbol en detalle, es
facil ver que todas las puntas estaran ocupadas con
las 80 posibilidades de monedas pesadas y ligeras,
y la posibilidad T, que todas sean buenas. Con esto
se satisface el punto 1. El punto 3 se satisface con
el primer experimento en el que se puso la moneda
B en el plato derecho. Como hubo 14 posibilidades
pesadas en la rama izquierda que parte del primer
experimento y 13 posibilidades ligeras, esta parte
de la condicién del punto 3 también se cumple.
También se cumple para el punto 3 que el total de
posibilidades es 14+13 =27= 3NI=33. El punto 4
se cumple porque se dejan fuera del segundo expe-
rimento 9 =3N2= 32 monedas pesadas. El punto 5
se cumple porque la rama izquierda del segundo
experimento genera posibilidades de puras
monedas pesadas y son 9=3N2=32posibilidades.
El punto 6 se cumple porque las posibilidades de la
rama derecha del segundo experimento son una
mezcla de

a1
]

TRUNC(3N2/2)+ 1 = TRUNC(4.5)+ 1 pesadas y
TRUNC(3N2/2) = TRUNC(4.5) ligeras

B
Il

Hemos resuelto el problema de 40 monedas en 4
pesadas. Ahora con la experiencia adquirida
trataremos de resolver el problema para cualquier N.
Supoéngase que se tienen M = (3N- 1)/2 monedas

aparentemente iguales pero una o ninguna de las
cuales es falsa, y pesa mds, menos o igual que las
normales. Ademdas se cuenta con una moneda

testigo buena. Hay que determinar una estrategia

para, en N pesadas en una balanza de comparacién,

determinar cuél de las monedas (o ninguna) es falsa

y qué defecto tiene (pesada o ligera).

La primera cosa que hay que hacer para resolver
el problema, es dividir la M monedas en tres grupos
aproximadamente iguales. Notamos lo siguiente: 3N
es un ndimero impar, el cual es divisible exactamente
entre 3; por ende 3N- 1es un nimero par que al ser
dividido entre 3 deja un resto de 2; por lo tanto, M =
(B3N- 1)/2 es un namero entero que al ser dividido
entre 3 deja un resto de 1. Esto significa que
podemos dividir las M monedas en dos grupos de
TRUNC(M/3) monedas cada uno y uno de
TRUNC(M/3) + 1 monedas. Donde TRUNC es la
funcién que trunca la parte decimal si existiere de su
argumento. Al grupo de monedas mas grande le
llamamos 1y a los otros dos del mismo tamafio les
llamamos 2y 3. En el primer experimento pesamos el
grupo 1de monedas en el plato izquierdo y el grupo
2 mas la moneda testigo en el plato derecho, deja-
remos el grupo 3 fuera del experimento. Con este
experimento iniciamos un &rbol diagnéstico del cual
parten 3 ramas. Cada una de las ramas que corres-
ponden a los tres estados posibles de la balanza
(plato izquierdo baja, plato derecho baja, la balanza
queda equilibrada) deja como posibles 2M + 1)/3 =
3Ni
siguientes alternativas: cualquiera de Ilas
TRUNC(M/3) + 1monedas colocadas en el plato
izquierdo (grupo 1) puede ser pesada y cualquiera de
las TRUNC(M/3) monedas colocadas en el plato
derecho (grupo 2) puede ser ligera. La rama derecha

alternativas. La rama izquierda deja las

deja las siguientes alternativas: cualquiera de las
monedas del grupo 1puede ser ligera y cualquiera de
las monedas del grupo 2 puede ser pesada. La rama
central deja las siguientes alternativas: cualquiera
de las monedas del grupo 3 puede ser pesada o ligera
y posiblemente todas las monedas son buenas. La
estrategia para resolver el problema se basa en
disefiar el segundo experimento de manera que en
cada rama del subarbol que sale de él queden 3N2
alternativas posibles. Esto se logra disefiando el
segundo experimento de la siguiente manera:
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Se calcula 3~2 y se dejan fuera del segundo
experimento esa cantidad de monedas, tomadas
del segundo grupo, y ademads se colocan en el plato
izquierdo esa cantidad de monedas tomadas del
primer grupo. Debe haber suficientes, ya que
TRUNC{(3N- 1)/6)} + 1 = TRUNC(M/3) + 1es
mayor que 3N2 = (2M + 1)/9 para cualquier valor
entero positivo de N>2. La siguiente tabla nos
muestra la veracidad de la aseveracién para los
primeros valores de N

N TRUNOM3)+1 3N2=(2M+ 1)9

2 2 1

3

4 1

5 a 27

6 12 81

7 365 243

8 109 729

9 3281 2187
10 9842 6561
1 29525 19683
i) 88574 59049
1B 265721 177147
1 797162 531441
5 2391485 1594323

Asintéticamente se ve que para valores grandes de
M (y por tanto de N) las dos funciones crecen
aproximadamente lineales con M, teniendo mayor
pendiente la funcién de la columna central. En
seguida, se colocan el resto de las monedas del
primer grupo en el plato derecho. Se le agregan al
plato izquierdo las monedas del segundo grupo que
no quedaron fuera del experimento. Ahora se
agregan suficientes monedas del tercer grupo (que
ya se saben son buenas) al plato derecho de manera
que en el plato derecho se tenga igual cantidad de
monedas que en el plato izquierdo. Con este experi-
mento, las posibilidades restantes en las tres ramas
de la trifurcacién que nace en el segundo
experimento son como sigue: en la rama izquierda
todas las 3N2monedas del primer grupo que estan
en el plato izquierdo son posibles pesadas; en la

rama central todas las 3N2monedas que se dejaron
fuera del experimento del segundo grupo son
posibles ligeras; en la rama derecha TRUNC(3N2/2)
monedas son posiblemente ligeras y TRUNC(3N2/2)
+ 1son posiblemente pesadas. Para justificar esta
3N
posibilidades que pertenecen a la rama izquierda

altima aseveracién notamos que las
que parte del primer experimento se dividieron en
el segundo en 3N2 posibilidades para la rama
3N2

posibilidades para la rama central y por diferencia

izquierda del segundo experimento,
3N2 posibilidades para la rama derecha. Como las
posibilidades de la rama izquierda son todas
pesadas y las de la rama central son todas ligeras, y
en las 3N' posibilidades de la rama izquierda del
primer experimento sobra una posibilidad pesada,
en las posibilidades de la rama derecha del segundo
experimento también debe sobrar una posibilidad
pesada.

Ahora, echamos mano del argumento de la
induccién matematica para indicar que la rama
derecha del segundo experimento tiene 3N2
(namero impar) posibilidades en total, la mitad
(truncada), de las cuales son ligeras y la mitad
(truncada) méas uno de las cuales son pesadas. Esto
corresponde exactamente al problema de
separacion de posibilidades de la rama izquierda de
un problema con (3NI- 1)/2 monedas cuya moneda
falsa (o ninguna) hay que determinar en N-I
pesadas con una balanza de comparacién cuando
el primer experimento se disefia como se ha
descrito arriba, situacién que por hipdtesis de la
Las

izquierda y central del segundo experimento se

induccién suponemos resuelta. ramas
resuelven del resultado de la generalizaciéon del
problema de las 9 monedas, ya que en ambos casos
todas las posibilidades son de la misma naturaleza
(o todas pesadas o todas ligeras). Teniendo 3N2
monedas en duda, la falsa se determina con N-2
pesadas, que son las que restan de las N
disponibles después de hacer el primer y segundo
experimento. Con esto hemos establecido el paso
de N-I

diagnéstico completo. La rama izquierda lleva un

a N para la rama derecha del arbol

argumento totalmente andlogo y no se describiré
en detalle, solamente haremos el comentario de
que los experimentos son los mismos ylo que de un


http://dx.doi.org/10.22201/fi.25940732e.2002.03n2.009

DOTI: http://dx.doi.org/10.22201/£i.25940732¢.2002.03n2.009

lado son pesadas del otro son ligeras y viceversa. La
rama central del drbol diagnéstico completo es un
problema de orden N-1 idéntico en estructura al
problema de orden N, por lo que suponemos por la
hipétesis de la induccién matematica que se tiene
resuelto. Por las discusiones preliminares en donde
establecimos que la estrategia para N= 2, 3, 4 yel
caso N = 1 se satisface trivialmente, y se ha
completado el paso de N-1 a Nde las tres ramas del
arbol diagnoéstico completo, se ha determinado por
induccién matematica la validez de la estrategia
descrita para todos los enteros positivos N

Vamos a enunciar una vez mas la estrategia:
De las M = (BN- 1)/2 monedas, se forman tres

con TRUNC(M/3)
monedas, sobrando una moneda que se le asigna al

grupos iguales, cada wuno
primer grupo. En el primer experimento se pesan las
monedas del primer grupo en el plato izquierdo
contra las del segundo grupo en el plato derecho,
habiendo agregado al segundo grupo la moneda
testigo B. Si la balanza se equilibra resolvemos con
la estrategia para un nimero de monedas igual a
(3n! -i)/2 el problema para las monedas del tercer
grupo. (Esto lo suponemos resuelto por la hip6tesis
de la induccién matematica). Si baja el plato
izquierdo en el primer experimento disefiamos un
segundo experimento de la siguiente manera:
ponemos en el plato izquierdo 3N2 monedas del
primer grupo mas TRUNC(M/3) - 3N2monedas del
segundo grupo. Dejamos fuera del experimento 3N2
monedas del segundo grupo para ser analizadas en
el caso de que en el segundo experimento la
balanza se equilibre. En el plato derecho ponemos
las monedas del primer grupo que no pusimos en el
plato izquierdo y le agregamos suficientes monedas
buenas para igualar las monedas en los dos platos.
Si el plato izquierdo baja o la balanza se equilibra
en el segundo experimento usamos la técnica para
resolver el problema de monedas, todas con el
mismo defecto. Si el plato derecho baja en el
segundo experimento, entonces se aplica la técnica
de disefio del segundo experimento, como si el
primer grupo fueran las monedas que corresponden
al antiguo primer grupo y que estan en el plato
derecho, y el segundo grupo fueran las monedas del

antiguo segundo grupo que estan en el plato
izquierdo.

El siguiente paso seria programar en una
computadora la estrategia descrita. Esta accion es
muy importante desde el punto de vista educativo.
Una demostracion constructiva compleja como la
que acabamos de mostrar, se clarifica si se le
automatiza de modo que una computadora lleve a
cabo las acciones descritas. Como profesor, cuando
se le pide a un alumno que resuelva una familia de
problemas y que automatice la solucién en una
computadora, si logra hacerlo con éxito, es porque
ha entendido el problema profundamente y es capaz
de abstraer las principales ideas y ensefidrselas a
una maquina. Todo el que tiene experiencia docente
sabe que una manera eficaz de aprender un tema es
estudiarlo para ensenarlo. El estudiante que
programa, es decir, que le ensefia a resolver una
familia de problemas a una computadora, se apropia
del conocimiento en uno de los niveles cognitivos
maés altos. No es el mas alto, puesto que todavia es
mas alto el que corresponde a descubrir o crear
nuevo conocimiento. Se ha desarrollado un
programa en LogoWriter que automatiza la
estrategia para resolver el problema restringido a N
pesadas. Por falta de espacio no exhibimos su
listado, pero vamos a mostrar una sesién con el
programa, la cual comienza dando una breve
explicacién del problema de la moneda falsa y
dejando que el usuario proporcione el nimero de
pesadas permitidas. El programa comienza dando el
namero de monedas que se pueden manejar, poste-
riormente le plantea experimentos de pesadas en los
que le informa qué monedas pone en cada plato y le
pregunta qué pasa con la balanza. El usuario debe
pensar en una moneda defectuosa y su defecto (o
posiblemente la posibilidad de que todas las
monedas sean buenas) y para esa posibilidad ir
contestando co6mo se comporta la balanza en cada
experimento que propone el programa oprimiendo
alguna de las tres teclas: i (baja el plato izquierdo o
el fiel de la balanza se inclina hacia la izquierda), e (la
balanza queda equilibrada), d (baja el plato derecho
o el fiel de la balanza se inclina hacia la derecha). H
programa disefia los experimentos de tal modo que
después de las N contestaciones (donde Nes el
namero de pesadas que escogi6 el usuario) que da el
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usuario, el programa le informa cudl fue Ia
posibilidad que pensé6. Por ejemplo, el usuario
puede escoger 12 pesadas (que corresponden a
265720 monedas y piensa en que la moneda 1000 es
ligera. El programa le propone al usuario un primer
experimento y le pregunta cudl es el resultado. Con
la contestacion disefia el siguiente experimento y
repite el proceso hasta completar 12 de ellos, punto
en el cual, el programa informa al usuario cudl es la
moneda defectuosa y qué defecto tiene. La
contestacion, naturalmente es compatible con los
resultados de todos los experimentos. Por los
experimentos que propone el programa se puede ver
como va acorralando a la moneda 1000 e informa
correctamente que es ligera

Sesion con un programa de computadora
con un nimero grande de monedas

Este programa resuelve el problema de
la moneda falsa. Se tiene una cierta
cantidad de monedas mas una moneda
testigo buena. Una (o ninguna) es
falsa y puede pesar mas o0 menos dque
las demés (no se sabe de antemano);

hay que encontrar una estrategia

para, en un cierto numero de pesadas,
dado por el usuario (con lo cual se
determina el numero madximo de monedas
que se pueden manejar), determinar
con una balanza de comparacidén de dos
platillos cudl es la moneda falsa (o
si todas son buenas) y ademas si dicha

moneda pesa mas las
normales.
<RETORNO>,

quieres que se permitan? 12

O menos que

Teclea, terminando con

el numero de pesadas que

Habrd 265720 monedas

Pongo las monedas 1 a 88574 en el
plato izquierdo y las monedas 88575 a
177147
en el plato derecho y dejo fuera a las
monedas 177148 a 265720.
se inclina el fiel de la balanza? (i,
e, d d

(mds la moneda testigo buena)

:Para dénde

Pongo las monedas 1 a 59049 junto con
las monedas 88575 a 118098 en el plato
izquierdo y en el derecho pongo las
monedas 59050 a 88574 junto con las
monedas 206673 a 265720.
¢Para dénde se inclina el fiel de 1la
balanza? (i, e, d d

buenas

Pongo las monedas 1 a 19683 en el
plato izquierdo y las monedas 19684 a
39366 en el plato derecho. (Para

dénde se inclina el fiel de 1la

balanza? (i, e d d

Pongo las monedas 1 a 6561 en el plato
6562 a 13122
;Para ddénde se

izquierdo y las monedas
en el plato derecho.
inclina el fiel de la balanza? ({1, e,
d d

Pongo las monedas 1 a 2187 en el plato
izquierdo y las monedas 2188 a 4374 en
el plato derecho. dénde se
inclina el fiel de la balanza? (@{, e,

d d

¢cPara

Pongo las monedas 1 a 729 en el plato
izquierdo y las monedas 730 a 1458 en
el plato
inclina el fiel de la balanza? ({1, e
d i

derecho. ;Para dénde se

730 a 972 en el
973 a
¢Para dénde

Pongo las monedas
plato izgquierdo y las monedas
1215 en el plato derecho.
se inclina el fiel de la balanza? (i,

e d i

973 a 1053 en el
plato izquierdo y las monedas 1054 a
1134 en el plato derecho. :Para dénde
se inclina el fiel de la balanza? (i,
e, d d

Pongo las monedas

Pongo las monedas 973 a 999 en el
plato izguierdo y las monedas 1000 a

1026 en el plato derecho. ¢Para ddénde
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se inclina el fiel de la balanza? (i,
e, d i

1000 a 1008 en el
plato izquierdo y las monedas 1009 a
1017 en el plato derecho. ¢Para dénde
se inclina el fiel de la balanza? (i,
e, d d

Pongo las monedas

1000 a 1002 en el
plato izquierdo y las monedas 1003
a 1005 en el plato derecho.
dénde se inclina el
balanza? (i, e d d
1000 en el plato
izqguierdo y la moneda 1001 en el plato
derecho. Para dénde se inclina el
fiel de la balanza? ({, e d d

Pongo 1las monedas

cPara
fiel de 1la

Pongo la moneda

La moneda falsa es ligera y es la 1000

Notese que el programa ademads de acorralar la
respuesta al acertijo, tiene suficiente inteligencia
para armar ciertas frases en espafol y distinguir
singular y plural.

Conclusiones

Entre los acertijos sobre pesadas, uno de los mas
populares es el de identificar, con certeza, en tres
pesadas, de entre 12 monedas, una moneda falsa,
que puede ser méds o menos pesada que las demas,
utilizando una balanza de comparacién. El acertijo
aparece en (Kordemsky, 1992) y (Graham, 1959), los
cuales proporcionan soluciones. Sin embargo, no
explican cémo se llega a la solucién. Uno de los
problemas con los textos que pretenden ensefar a
resolver problemas es que no dan suficientes
explicaciones sobre las acciones bésicas que hay
que tomar para resolverlos. Frecuentemente los
articulos y libros plantean los problemas y dan la
solucion sin mayores explicaciones. En general, en
matemadticas, a los profesionales les gusta
presentar soluciones elegantes, pulidas, que van
derecho, sin desviaciones, del planteamiento a la
demostraciéon de que la respuesta es correcta. No

exhiben los falsos arranques que se intentaron y no

llevaron a la solucién y no hablan de lo que se
aprende con dichos falsos arranques para en
futuros problemas tener menos falsos arranques.

La falta de discusién sobre las ideas basicas para
llegar a una solucion reduce la utilidad del para-
digma que ilustra un problema, pues el estudiante
s6lo queda preparado para resolver problemas casi
iguales al planteado. Esto es similar a tener una
férmula en la que solamente se le aplican los
valores numéricos de las variables para calcular la
respuesta. Si no se entiende el modelo y no se sabe
algo de algebra, solamente se pueden resolver
problemas en los que las conocidas yla descono-
cidas son las mismas. Cuando se sabe &lgebra es
posible transformar la férmula para que puedan
cambiar las variables desconocidas y conocidas. Si
ademds se comprende el modelo, es posible tener
aun mas latitud y hacerle modificaciones al modelo.
Mientras més bésico sea el entendimiento, mayor
es la familia de problemas que cabrdan en las
adaptaciones.

Uno de los pocos autores que si tratan el tema
de las ideas bésicas en las estrategias para
resolver problemas es G. Polya (1945), (1965),
(1954), (1981). También del mismo estilo es el libro
de Hamming (1997). Al arte de resolver problemas
en forma inventiva Polya le llama "heuristica,"
término que también se utiliza en el campo de inte-
ligencia artificial para la solucién de problemas. Es
la opinién del autor, después de 42 anos de
docencia en diversos niveles educativos, que el
arte de resolver problemas requiere para su
dominio el haber analizado y comprendido con
profundidad una coleccién de paradigmas sufi-
cientemente rica para cubrir un terreno deseado.
Algunos problemas requieren la utilizaciéon de
métodos analiticos, otros ceden con mas facilidad
a métodos graficos y otros a métodos numeéricos
tabulares o iterativos. En ocasiones, conviene
utilizar la simulacién; en otras, la optimizacién. En
muchos casos hay necesidad de hacer experi-
mentos en el campo, en otras es suficiente experi-
mentar con modelos matemdaticos en una
Muchos
problemas se resuelven aplicando analogias, en

computadora o con lapiz y papel.

algunas ocasiones hay que analizar todas las posi-
bles combinaciones de elementos posibles. De ser
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posible hay que escoger las combinaciones que se
vean mas promisorias por diversas razones, ya sea
porque una cierta ecuacién es dimensionalmente
correcta o porque resuelve adecuadamente el
problema para casos extremos. Se valen las cora-
zonadas. Alos que tienen larga experiencia se les
ocurren corazonadas que funcionan con mads
frecuencia.

H propésito de este articulo fue plantear uno de
estos problemas paradigmaticos y resolverlo con
explicaciones sobre cémo se llega a una solucion.
Hemos utilizado estrategias como comenzar con un
problema simplificado, més sencillo que el que nos
ocupa. Una vez resuelto el problema lo hemos
generalizado y lo hemos programado para
resolverlo con una computadora, lo cual nos hizo
que nos sintiéramos que realmente aprendimos
una técnica que tiene aplicabilidad a una regién del
campo de los problemas. Seria deseable que otros
autores contribuyeran con soluciones a otros
paradigmas para ir formando una coleccién valiosa,
atil en la ensefanza del arte de resolver problemas.

Los acertijos sobre pesadas presentados aqui
son paradigmas de familias de problemas que
tienen amplia aplicabilidad. La discusién ha sido
muy detallada con multitud de razonamientos
intermedios, ideas basicas (como la de introducir
un arbol diagnéstico, llevar cuenta de las posibili-
dades restantes y del nimero de puntas del arbol
y subdrboles) que llevan a la solucién y también
sobre ideas promisorias y falsos arranques que no
llevan a la solucién pero que con convenientes
modificaciones son capaces de resolver los acer-
tijos. (Por ejemplo, la busqueda dicé6toma no
funciona para estos acertijos pero la tric6toma
si). Muchos de los problemas que interesa
resolver no tienen como solucién un ndmero, una
palabra, un objeto o figura, sino una estrategia o
proceso. Este es el caso de los acertijos tratados
en este articulo. Cuando la solucién es un
proceso, dicha solucién a menudo se puede
presentar como un programa de computadora. Se
sefialé la ventaja pedagdgica de hacerlo como
una via para apropiarse del conocimiento relacio-
nado con el acertijo. Se muestra el detalle de una
corrida de un programa para que el lector aprecie
coémo el programa va encerrando la respuesta de

la misma manera que un detective acorrala a un
criminal.

No se ha agotado el tema de ninguna manera.
Aunque se dieron estrategias para resolver un caso
general para determinar una moneda falsa en N
pesadas, el dato que proporciona el usuario es Ny
el programa determina la cantidad de monedas que
se pueden manejar. También se puede plantear el
caso en que el usuario proporciona el nimero de
monedas y se desea saber en cuantas pesadas se
puede determinar la falsa y cudl es la estrategia
para lograrlo. En el articulo se introdujo una
variante simple de esta situaciéon al plantear el
problema de las 8 monedas con la falsa mas
pesada. Cuando no se sabe de antemano si la
moneda falsa es pesada o ligera no se puede en
todos los casos simplemente tomar el tercer grupo
con menos monedas por el hecho de que en ciertas
circunstancias hay necesidad de poner varias
monedas que se sabe que son buenas y quizas no se
cuente con suficientes monedas de este tipo. Invi-
tamos al lector a investigar las modificaciones a la
estrategia dada para resolver el problema en el que
se empieza con un numero determinado de
monedas en vez de un namero de pesadas.
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