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Resumen

Se presentan varios problemas practicos relacionados con el acertijo de las doce monedas, entre
los que se encuentran el problema del diagnéstico médico y los arboles éptimos de diagnostico.
Dicho problema es importante en teoria de sistemas y tiene aplicaciones al disefio de codigos
optimos de comunicacion, disefio de algoritmos de intercalacién (merge) y disefio de estructuras
de datos dptimas para buisquedas en bases de datos. Se explica el papel que juegan conceptos
centrales como darboles diagndsticos para estructurar la buisqueda de la solucién, eliminacién
ordenada de conjuntos de posibilidades, informacién proporcionada por un experimento, conteo
y balanceo de puntas del arbol, conversién del problema de diagnéstico en un problema de rutas
mas cortas en una red de estados y algunos algoritmos éptimos para estos problemas como el de
rutas mas cortas de Floyd y el algoritmo de codigos éptimos de Huffman.

Descriptores: acertijos matematicos, diagndstico, arbol de buisqueda, buisqueda ternaria,
espacios de estado, ruta mas corta.

Abstract

Several practical problems related to the twelve-coin puzzle are presented, among them, medical diagnosis and
optimal diagnosis trees. The diagnosis problem is an important problem of Systems Theory and has applica-
tions in the design of optimal communication codes, design of merge algorithms and the design of optimal Infor-
mation structures for searching data bases. The roles played by centrral concepts such as diagnostic trees to
structure the search for asolution, ordered elimination ofsets ofpossibilities, Information provided by an exper-
iment, counting and balancing of tree ends, and conversion of the diagnostic problem into a shortest route
problem in a network of States are explained and some optimal algorithms for these problems, such as the
shortest route algorithm of Floyd and the optimal coding algorithm of Uuffman are given.

Keywords: mathematical puzzles, diagnostics, search tree, ternary search, State space, shortest route.

., aprovechar las ideas y técnicas utilizadas para
Introduccion resolverlos y atacar otros problemas que guardan
La importancia de los acertijos matematicos alguna similitud con el acertijo. Cada una de las

como'vehiculo educativo, es que se pueden pesadas se puede interpretar como una medicién
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de sintomas que sirve para decidir si un defecto
en particular puede ser descartado o no. Por
ejemplo, en el problema de las doce monedas (la.
parte de este articulo), en el primer experimento
en donde se pesaron las monedas 1a 4 contra 5a
8, si la balanza se equilibraba podiamos concluir
que ninguna de las primeras 8 monedas era
defectuosa, en otras palabras, se descartaron las
posibilidades de defecto siguientes: 1L, 1P, 2L,
2P, 3L, 3P, 4L, 4P, 5L, 5P, 6L, 6P, 7L, 7P, 8L, 8P,
quedando solamente como posibles los defectos:
9L, 9P, 10L, 10P, 11L, 11P, 121, 12P. Podemos
decirque el problema de las 13 monedas es una
busqueda tricétoma (por ser tres las ramas que
generan cada pesada) que en cada experimento
2/3 de las
posibilidades restantes y se reduce la busqueda a

bien disefiado se eliminan
1/3delasposibilidadesrestantes.Enelcasodela
busqueda binaria para localizar una llave en un
archivo, cada experimento descarta la mitad
(apro-ximadamente) de los registros restantes, y
deja como posibles la otra mitad.

El proceso iguala la labor de un médico al estar
diagnosticando a un paciente. Si un determinado
padecimiento se presenta junto con ciertas
condiciones tales como alta temperatura, pulso
acelerado y manchas en la piel, entonces el
médico observando dichas condiciones puede
descartar algunos padecimientos y reducir las
enfermedades posibles.

El diagndstico médico, un problema
analogo al acertijo de las monedas

Una de las labores mas importantes de un medico
es diagnosticar a un paciente. Al conocer el
padecimiento, el tratamiento y su supervision se
puede considerar como una labor de rutina. EH
desarrollo acelerado de la tecnologia y su posible
aplicacién a la medicina, ha motivado una revisiéon
cuidadosa de la practica médica (Ledley y Lusted,
1959), lo cual ha desembocado en técnicas como
los expertos artificiales (Shortliffe, 1976); (Levine
et al., 1986) y las redes neuronales (Hopfield,
1982); (Allman, 1989) en las
investigadores interesados en problemas médicos

cuales los

fueron pioneros.

Desde el punto de vista abstracto, la situacién
del diagnoéstico médico la podemos representar por
medio de una tabla de sintomas y padecimientos

como se muestra a continuacién (Murray-Lasso,
1972); (De Vecchi, 1972):

Tabla de sintomas y padecimientos

Smtomas\Padecimientos P1 P2 P3 P4
SI 0 0 1 1
S2 1 0 0 1
S3 0 1 1 1

En la tabla hemos llamado a los padecimientos
P1,P2,P3yP4yalossintomasS1,52,53.Losl's
y O's indican la presencia o ausencia de los
sintomas con el padecimiento correspondiente.
Asi, con el padecimiento Pl se presenta el
sintoma S2 y no se presentan los sintomas SI y
S3. Con el padecimiento P4, se presentan los
tres sintomas SI , S2, y S3. El modelo es una
aproximacion a lo que sucede en la practica. Un
realista

modelo mas consideraria que los

sintomas se presentan en una poblacién
determinada con una cierta frecuencia relativa;
la aproximacién consiste en considerar que si la
frecuencia relativa es mayor que 50% se toma
como que se presenta el padecimiento con el
sintoma, y si es menor que 50%, se toma como
que no se presenta el sintoma con el
padecimiento. Un modelo mas realista puede
tomar tres en lugar de dos regiones para las
frecuencias relativas. Si la frecuencia relativa
estaentre0y25%,entoncessetomacomoqueel
sintoma no se presenta. Si esta entre 75 y 100%
el sintoma se presenta ysi estd entre 25 y75 % se
toma como que "no importa" si el sintoma se
presenta o no. Por facilidad usaremos el primer
modelo.

Otra idea que aparecio en la solucién del acertijo
de las monedas y que es tutil en el diagnostico
médico, es el uso de los drboles para organizar los
resultados y la idea de llevar cuenta de qué
defectos siguen bajo consideraciéon en las
diferentes partes del arbol. Un posible drbol de
diagndstico que surge de la tabla es el siguiente:
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Pl, P2, P3, P4

Padecimientos Posibles

Figura 1

En la figura 1después de dos mediciones tenemos una
punta final para cada padecimiento, igual que
teniamos un defecto después de 3 experimentos en el
caso de las 12 monedas. En vez de que el arbol se
trifurque en cada experimento (medicién de sintoma)
el arbol de la figura 1solo se bifurca, debido a que las
Unicas posibilidades son: existe o no el sintoma. En el
problema de las monedas no contdbamos con una
tabla de sintomas explicita (aunque, en principio la
podriamos haber hecho, lo cual hubiera sido
sumamente laboriosa por extensa). A cada posible
resultado en un experimento, en la balanza le
corresponderia un sintoma. Por ejemplo, supdéngase
que se pesan la moneda 1contra la 2 y que llamamos
Sintoma 1al resultado de que baje el plato en el que
estd la moneda 1. La relacion con los 24 defectos
(padecimientos) del acertijo de las monedas seria la
siguiente:

El renglon que se exhibe, indica que se pueden
eliminar 22 de los posibles defectos. (Puede
sorprender al lector que siendo tan efectivo este
experimento no se haya utilizado, sin embargo
estamos analizando solamente una rama del arbol,
la cual serd tomada solamente en el caso que la
moneda 1o la 2 sea la defectuosa, situacion poco
probable; lo mas probable es que la balanza quede
en equilibrio, en cuyo caso solamente se eliminan 4
posibles defectos, quedando 20 vivos y gastando
una de las pesadas). Ademads de tener la certeza de
que las monedas 3 a 12 son buenas, podemos
eliminar las alternativas 1Ly 2P, pues si cualquiera
de ellas fuera cierta, el experimento realizado no
podria haber arrojado el resultado descrito (baja
moneda 1y sube moneda 2). Las posibilidades que
quedan vivas con la presencia del sintoma son 1Py
2L. Desgraciadamente el numero de posibles
sintomas es muy grande, solamente las
posibilidades pesando una moneda contra otra son
(12x1Ix3)/2= 198. Luego habria que considerar
las posibilidades pesando dos monedas contra
dos, luego tres contra tres, etc. De cada una de
estas familias de experimentos existen muchas
variantes, por ejemplo, si se pesan 6 monedas
6,

combinaciones de monedas que se pueden tener

contra hay que contar las distintas
en cada plato de la balanza.

La solucién del acertijo requiere que escolamos
de entre todos esos posibles sintomas la combina-
ciéon adecuada, para que cada camino del principio
de un arbol a las puntas deje un solo defecto
posible, similar al de la figura 1, en donde todos
los defectos queden cubiertos y que el arbol no
tenga mas de 3 etapas (numero de pesadas
permitidas).

De una tabla de sintomas-padecimientos se
pueden construir muchos arboles de diagndstico
parecidos al de la figura 1; en la figura 2 se muestra

otro.

9P 1oL 10P 11L IIP 12L 12P
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Figura 2

De los dos arboles de las figuras 1y 2, ;cual es
mejor? Todo depende del criterio de bondad. Sise
exige que el diagndstico se haga en dos mediciones
o menos, el de la figura 2 quedaria descalificado. Si
por otra parte, el padecimiento Pl fuera muy
frecuente (por ejemplo gripe) mientras que los
padecimientos P2, P3, y P4 fueran muy raros,
entonces el arbol de la figura 2 seria mejor, pues en
la inmensa mayoria de los diagndsticos éste se
lograria midiendo inicamente un sintoma. También
habria que tomar en consideraciéon el "costo" de
medir los sintomas. Por ejemplo, el sintoma S3
podria ser muy costoso. Aqui no solamente se
puede considerar el costo en metalico de medir un
sintoma (digamos, tomar la temperatura contra
hacer un estudio de tomografia axial computada),
sino también el costo en dolor o molestias para el
paciente (hacerle una puncién en la préstata contra
un analisis con una muestra de sangre). Si medirS3
fuese muy costoso, se podria utilizar un arbol diag-
ndstico que solamente utilice los sintomas SI y S2.
(El arbol seria idéntico al de la figura 1sustituyendo
la medicién de S3 por una mediciéon de S2 e

intercambiando el 0 y 1en las ramas subsecuentes).
Un buen modelo toma en consideracién, tanto la
frecuencia de los padecimientos como el costo de
la medicion de los sintomas.

Conversion del disefio 6ptimo de arboles
de diagndstico en uno de rutas mas
cortas

Un problema que tiene muchas aplicaciones y que
puede ayudar en el disefio de arboles de diagndstico,
es el encontrar la ruta mas corta entre un par de
puntos en una red de carreteras. Para resolver este
problema existen algoritmos eficientes y faciles de
programar.

Aunque por falta de espacio no entraremos en
detalles en este articulo, en la figura 3 se muestra una
red marcada con las distancias en tramos, para la cual
se requiere encontrar la ruta mas corta entre los puntos
7y 1 La red tiene 3 carreteras de un solo sentido
marcadas con flechas. Las demés son de dos sentidos.

Figura 3

La siguiente matriz (Hu, 1969) fue obtenida usando
un algoritmo para calcular todas las rutas mas
cortas de una red, dado por Floyd (1962) y muestra
las longitudes de las rutas més cortas entre todos
los pares de puntos. La componente (i, j) nos da la
longitud de la ruta que va del punto i al punto j. Los
numeros 9999 (que representan cantidades infi-
nitas) indican que no se puede llegar a esos puntos
debido a los sentidos contrarios.

0 11 30 23 13 32 9999
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1 0 25 12 2 21 999
30 25 0 13 24 999
23 12 13 0 11 9999
13 2 24 11 0 20 9999
32 21 4 9 20 0 999
14 3 5 10 1 1 0
La suguiente matriz sirve para declucir las
traytletonas de las rutas mas cortas. La

componente (i,j) indica el primer nodo x en la ruta
mas corta del nodo iallnodo j; para averiguar el
resto se consulta el primer nodo en la ruta de x a /
(destino) y se repite la operacién hasta llegar al
destino. Asi, para encontrar los nodos en la ruta
mas corta de 7 a 1, se van encontrando los nodos en
las posiciones (7, ) = 5, (5, 1) = 2, (2, 1) = 1 Por
lo tanto, la ruta esta dada por los nodos 7, 5,2, 1
Observando la figura 3 se comprueba que la
longitud de larutaes 1+ 2+ 11= 14, cantidad que
coincide con el elemento (7, 1) de la matriz de
distancias mas cortas.
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;Qué tiene que ver el problema de las rutas mas
cortas con el diagnoéstico médico?

En vez de ciudades y carreteras, podemos crear
un espacio de estados, donde el estado inicial
corresponde a un conjunto con un solo miembro,
conteniendo éste todos los padecimientos. El
estado final es un conjunto con un numero de
miembros igual al nimero de padecimientos, un
miembro para cada uno de los padecimientos. En
simbolos, el estado inicial es {{P1, P2, P3, P4}} yel
estado final es {{P1}, {P2}, {P3}, {P4}}.
estados intermedios pueden ser conjuntos de

Los

subconjuntos de las posibles particiones en grupos
de padecimientos. Por ejemplo, {{P1, P2}, (P3,
P4}}, {{P1}, {P2, P3, P4}}, {{P1}, {P2}, {P3, P4}}.

A cada uno de estos conjuntos de padecimientos
"no totalmente separados"” se le puede "aplicar” la
medicion de un sintoma que separe algunos de los
elementos de uno de sus subconjuntos. Asi, en el
arbol de la figura 3 se aplica la medicion del sintoma
SI al subconjunto {P2, P3, P4}, el cual por el efecto
de la medicion separa dicho subconjunto en los dos
subconjuntos {{P2}. {P3, P4}}.
(dentro de la computadora)
aplicdndole al estado inicial todas las posibles

La red se va
construyendo

mediciones de sintomas que "despedacen" algun
subconjunto de ese estado, generando para cada
caso nuevos estados, al mismo tiempo que se va
aplicando un algoritmo de rutas mas cortas, (por
ejemplo el de Dijkstra (1959) al cual se le acelera con
una heuristica, de manera que cuando se llegue al
estado final se tenga también la informacion de cual
es la ruta mas corta del estado inicial al estado final.
La "distancia de cada tramo de carretera" es una
funcion de las frecuencias relativas de los
padecimientos que todavia hay que separar, asi
como de los costos de medir los sintomas que se
vayan usando para lograr la separacion.
(Murray-Lasso y Lara, 1975); (Lara-Tejeda, 1977).
Para la tabla de sintomas y padecimientos
mostrada anteriormente, la red que se genera es la que
se muestra en la figura 4. En dicha red, el nodo inicial
(P,P2P3P4) genera los nodos en el siguiente nivel hacia
abajo, al aplicarle las mediciones de los sintomas que
se muestran junto a las flechas que parten del nodo
inicial. De los nodos recién generados surgen otros en
el siguiente nivel hacia abajo, al despedazar alguno de
los subconjuntos con la medicién de alguno de los
sintomas. En la figura 4 las flechas correspondientes a
los sintomas parten del subconjunto que despedazan.
Todas las rutas convergen en el nodo final, en el cual
todos los subconjuntos han sido despedazados y cada
subconjunto tiene un solo padecimiento. En la
practica no hay que generar toda la red, lo que se va
generando son los nodos mas promisorios utilizando
heuristicos desarrollados  por
investigadores de inteligencia artificial (Nilsson, 1971).

algoritmos

Las distancias que se les asignan a las flechas son el
producto del costo del sintoma por la suma de las
probabilidades de los padecimientos que despedazan.
Aplicandole a la red un algoritmo de rutas mas cortas
se determina la ruta 6ptima, la cual corresponde al
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arbol mas econdémico. Para ilustrar, si suponemos que
los costos y probabilidades son tales, que la ruta mas
corta resulta ser la que va mas a la izquierda por las
aristas en la figura 4, en la cual el primer sintoma que
se mide es S , y luego para despedazar el subconjunto
(P,P2) se mide el sintoma S3 y finalmente para
despedazar el subconjunto (P3P4) se mide el sintoma
S2 entonces el arbol correspondiente es el de la figura
1. De esta manera se puede disenar el arbol mas

econdmico.
© 123
P @ (PP (PKP2P3Py4) (PP3) (P R
Figura 4

Otra leccion del acertijo de las monedas:
disefio de co6digos Optimos para
comunicacion

En el area de codificacidén de sefiales digitales se

presenta un problema muy similar al del
diagndstico médico con algunas simplificaciones.
Se trata de darles codigos a los elementos de un
alfabeto con el cual se construyen los mensajes,
que ya codificados se envian por un sistema de
transmisién de comunicacién. El caso mas simple
de explicar es la codificacién con secuencias
binarias de las letras del alfabeto latino. Un
analisis de textos en una lengua contemporanea
nos indica que ciertas letras tienen una mayor
frecuencia de aparicién en un texto que otras. Por
ejemplo, es sabido que en la lengua inglesa la letra
con mayor frecuencia de aparicion es la "e". Si le
van a asignar a las letras cdédigos binarios con
longitud variable es evidente que a las letras de
mayor frecuencia se les deben dar c6digos mas
cortos si se quiere minimizar la longitud de los
mensajes transmitidos.

Para que no haya

necesidad de utilizar un cédigo especial para

separar las letras, lo cual aumentaria
considerablemente el costo de la codificacién, los
deben

caracteristicas, en cuyos detalles no tenemos

cédigos  variables tener ciertas
espacio para adentrarnos (Hamming, 1997). Con

estas caracteristicas un mensaje se puede
decodificar (sin costo adicional) instantaneamente.
Para que el lector entienda la importancia de lo ante-
rior, debe considerar un caso simple con 4 simbolos
que se van a codificar en binario como sigue:

00, S3= 01, S4= 11

Supdéngase que se recibe el mensaje 001 1
Dicho mensaje se podria interpretar como s,s:s4y
también como s2s4. Con esos codigos no se puede
decidir. Supongamos ahora los codigos

st —0, s2= 01,s3= 011, s4= 111

Si se recibe el mensaje 0111111. Este se puede
decodificar sin ambigiiedad y corresponde a
s,s4s4 sin embargo, si le agregamos un 1 al final
entonces el mensaje se convierte en s24s4. Nos
percatamos de que hay que esperar la llegada del
mensaje completo antes-de poder decodificarlo,
no obstante que no hay ambigiiedad en los
cddigos. El cddigo es no-ambiguo pero no
decodificable instantineamente. El siguiente
cédigo es no-ambiguo

y decodificable

instantaneamente:

g = 0s2= 10s3= 110 s4= 111

y la decodificacién se puede hacer en el momento
que van llegando los bits. Por ejemplo, el mensaje

11010010011011100010100110

se decodifica como sigue:
110,10,0,10,0,110,111,0,0,0,10,10,0,110 =
$3525|S 25|5354515|5|52525153
El cédigo se puede representar por medio de un

arbol decodificador muy parecido a los arboles de
diagnostico, como se muestra en la figura 5.
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Inicio

Figura 5.

Para decodificar con el arbol de la figura 5, se va
leyendo el mensaje en binario iniciando en el
circulo gris marcado con Inicio, tomando la rama
correspondiente al digito binario que vaya
apareciendo. Para el mensaje utilizado como
ejemplo, en el cual aparecen 1, 1, y 0 en los tres
primeros lugares, las ramas que se toman son las
primeras, dos inferiores yluego una inclinada hacia
arriba. En ese momento, salimos del arbol con un
simbolo (S3), al cual registramos y continuamos
donde nos habiamos quedado. Notese la similitud
con la operacién de un arbol diagndstico que es lo
que nos permite utilizar las ideas aprendidas con el
problema de las monedas para estudiar problemas
de codificacion. Dependiendo del codigo que se
use sera el arbol decodificador. Si usamos el
siguiente cddigo

s4=0,s3= 10,s2= 110, § = 111

aunque la estructura es muy similar, los simbolos
quedan en diferentes partes del arbol y depen-
diendo de la frecuencia relativa (o probabilidad que
se presenten en un mensaje) de cada simbolo, el
costo promedio del &rbol serd diferente. Supdn-
gase que los simbolos tienen las siguientes proba-
bilidades de aparecer: p, = 0.5,p2= 0.3,p3= 0.15,
p4= 0.1. Entonces el costo promedio del arbol de la
figura 4 es

1(0.5) + 2(0.3) + 3(0.15) + 4(0.1) = 0.5 + 0.6 +
0.45 + 0.4 = 1.95

El costo promedio del ultimo cédigo dado (al
cual no le dibujamos arbol) seria:

1(0.1) + 2(0.15) + 3(0.3) + 4(0.5) = 0.1 + 0.3 +
0.9 + 2.0 = 3.3

Vemos que hay una diferencia considerable en los
costos, siendo el primer codigo el mas econdémico
No siempre es conveniente que los arboles tengan la
forma de la figura 4 en que en cada etapa se va
decodificando un simbolo. Existe un algoritmo
descubierto por Huffman (1952) que nos dice coémo
disefiar cdédigos de minimo costo, dadas las
probabilidades de los simbolos. La explicacion del
algoritmo se dard por medio de un ejemplo sencillo.
Supongase que se quieren codificar cinco simbolos
sl, s2,s3, 54, s5 cuyas probabilidades son: p, = 0.4, p,
= 0.2, p3 = 0.2, p4 = 0.1, p5 = 0.1.
probabilidades se colocan en una columna en orden

Las

descendente (columna mas a la izquierda).

Luego se van creando columnas a la derecha
aplicando la siguiente técnica:

Se encuentran las dos cantidades mas pequefias
y se suman, creando una pareja cuya probabilidad
es la suma. Dicha cantidad se coloca donde le
corresponde de acuerdo con su tamafo y se escribe
la nueva columna a la derecha. H procedimiento se
repite con la nueva columna hasta que queden dos
numeros en la misma. De las combinaciones que se
hicieron se deduce el arbol decodificador notando
cémo se fueron formando las diferentes canti-
dades. Alas dos cantidades de la tltima columna se
les asignan los codigos mas cortos. Por ejemplo, al
0.4 le asignamos el codigo 1y como el 0.4 corres-
ponde totalmente al simbolo s,, dicho simbolo
queda con su cédigo asignado. Como el 0.6 estd
formado con la combinacién del 0.4 y 0.2 de la
previa columna, al 0.6 le corresponde la cabeza de
un arbol, que comienza con 0 y no un simbolo. E
0.2 proviene directamente del simbolo s2por lo
tanto, a dicho simbolo le corresponde un cédigo
con 2 digitos binarios (por ejemplo 01) el 0.4 sera
cabeza de un arbol que continta. Dicho 0.4
proviene de dos componentes, un 0.2 que corres-
ponde al simbolo s3al cual le corresponde un
codigo con 3 digitos binarios (por ejemplo 000) y el
otro 0.2 correspondera a otra cabeza de arbol, ya
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que proviene de los simbolos s4y s5. Alos dos les
corresponderan cdédigos de cuatro digitos binarios
(00 10 y 00 11). El arbol decodificador se muestra en
la figura 6.

El procedimiento de Huffman no produce nece-
sariamente un arbol decodificador tinico, pues
varias de las decisiones son discrecionales. Por
ejemplo, cuando quedan empatadas las probabili-
dades de las combinaciones con las ya existentes,
se pueden poner en diferentes posiciones, dando
origen a arboles diferentes. Un segundo arbol deco-
dificador de los mismos simbolos con iguales
probabilidades se muestra en la figura 7.

Aunque los arboles pueden ser distintos, el costo
promedio de los arboles obtenidos con el algoritmo de
Huffman son todos iguales. Asi, el arbol de la figura 6
tiene un costo promedio de 1(0.4) + 2(0.2) + 3(0.2) +
4(0.1 + 0.1)= 0.4 + 0.4 + 0.6 + 0.8 = 2.2. El arbol de
la figura 7 tiene un costo promedio de 2(0.4) + 2(0.2

+ 0.2) + 3(0.1 + 0.1) = 0.8 + 0.8 + 0.6 - 2.2. Como
se ve, los costos promedio son iguales, aunque los
codigos asignados a los simbolos sean diferentes.
Para la figura 6 los céddigos son: s, = 1, s2= 01, s3=
000, s4= 0010, s5= 0011. Para la figura 7 los codigos
son: s, = 00, s2= 10, s3= 11, s4= 010, s5= 011.
Como dltimo punto observamos que independien-
temente de la busqueda de coédigos dptimos o no,
no es dificil dar con cdédigos binarios no-ambiguos
instantdneos, pues basta que se utilice un arbol
para encontrarlo (Fano, 1961). Las puntas del arbol
(Ilamadas hojas) nos dan los codigos. Por ejemplo,
si deseamos codificar 6 simbolos podriamos
utilizar alguno de los dos arboles que se muestran
en la figura 8.

Figura 8

Con 6 simbolos existen 5 arboles diferentes; con 5
simbolos existen 3 arboles diferentes. La cuestion
de cuadntos arboles binarios diferentes existen para
diferentes nimeros de hojas se convierte en un
problema matematico interesante para los especia-
listas de teoria de informaciéon. (Hamming, 1997):
(Abramson, 1963); (Raisbeck, 1969).

Conclusiones

En cuanto a la aplicabilidad del acertijo de las doce
monedas a diversas aplicaciones, hacemos notar
que el acertijo corresponde a la familia de
problemas de diagnostico de sistemas, de la cual el
diagnostico médico es un caso particular. El diag-
nostico de sistemas es importante y algunos
autores han escrito libros completos al respecto
(Court-Hare, 1967). Uno de los modelos de diag-
nostico médico con el cual ilustramos lo que nos
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puede ensefiar el acertijo de las monedas considera
un conjunto de sintomas y hay que determinar la
estrategia para hacer un diagndstico bajo ciertas
condiciones. En el acertijo de las monedas, los
sintomas son los estados de la balanza después de
cada experimento.

Existen otros modelos para manejar el diagndstico
médico, entre ellos, los conjuntos de reglas
utilizados en los expertos artificiales y la aplicacion
de la regla de Bayes (Murray-Lasso, 1974). El modelo
de diagndstico en medicina se hizo mas realista
introduciendo probabilidades, las cuales se pueden
estimar en una poblacién determinada por medio de
las frecuencias con las que se presentan ciertos
padecimientos. Para el diagnodstico diferencial de
algunos padecimientos se les podria asignar a la
medicion de los diferentes sintomas distintos
costos (que pueden ser medidos en metdalico o
preferiblemente en unidades que también
consideren aspectos como la molestia al paciente,
el dolor, la dificultad de llevarlo a cabo, etc.).
También para estudiar este punto hay investigacion
por parte de los especialistas en sistemas (Raiffa,
1968); (Churchman y Ackoff, 1954). Se puede
entonces hablar de diagndstico probable a costo
minimo, en el cual heuristicamente se hacen las
mediciones de los sintomas que primero cuestan
poco y solamente al final aquellos que cuestan mas.
Las ideas béasicas, como llevar cuenta de las
posibilidades que quedan por determinar y el
numero de puntas de los arboles, se pueden aplicar
al problema del diagnéstico médico. También el
acertijo de las monedas es factible al presentarse
con conceptos probabilisticos y costos. Por
ejemplo, en vez de requerir que la determinacién de
la moneda falsa se haga en tres pesadas, se pueden
dar probabilidades diferentes para cada moneda de
que sea falsa y hasta diferentes probabilidades de
que sea ligera o pesada, asi como costos diferentes
para los distintos experimentos, ademas, pedir que
se encuentre una estrategia de pesadas que
minimice el costo esperado de encontrar la moneda
falsa. De esta manera, si la moneda 1 tiene una
altisima probabilidad de ser la falsa y el costo de un
experimento es proporcional al nimero de monedas
que se ponen en la balanza, puede resultar mas
conveniente pesar la moneda 1 contra la 2 y luego la

1contra la 3 en los primeros dos experimentos, con
una alta probabilidad de que la balanza se
desequilibre en ambos, que dividir las monedas en
grupos de 4 monedas cada uno como se hizo con el
planteamiento original.

Hemos insistido en el ejemplo del diagndstico
médico por ser familiar a muchas personas, aunque
no sean profesionales de la medicina. Sin embargo,
el problema del diagndstico se presenta en muchos
sistemas en la practica. Para determinar por qué no
funciona un automovil, el mecanico mide una serie
de sintomas como por ejemplo, si le llega gasolina
al carburador o si llega la chispa a las bujias. En
caso de que no llegue gasolina al carburador, éste
revisa si hay gasolina a la salida de la bomba de la
misma. Si no llega chispa a las bujias, revisa si le
llega electricidad a la bobina, etc. Un buen meca-
nico tiene en la cabeza un arbol diagnostico pare-
cido a los que aparecen en este articulo. Lo ha ido
construyendo con la practica y toma en considera-
cién la frecuencia con la que se presentan ciertos
problemas como mangueras con fugas, falsos
contactos, platinos gastados, etc.

En forma similar procede un electricista al
buscar una falla en un sistema eléctrico, si un foco
no prende comienza por determinar si hay voltaje
en los bornes o si otros focos de la casa prenden,
pues si hay voltaje lo mas probable es un foco
fundido y si los otros focos no prenden, lo mas
probable es o un fusible fundido en el interruptor
general o un apagoén. Ciertamente no comienza
sacando cables de los tubos conduit para determinar
si algun alambre esta cortado, pues la medicion en
esta forma, de este sintoma es muy costosa, exis-
tiendo sintomas casi equivalentes mas baratos
para llegar a las mismas conclusiones, por ejemplo,
comprobando continuidad con un medidor de
resistencias o una chicharra, haciendo conexiones
con tierra u otros alambres. Solamente hasta haber
encontrado falta de continuidad entre dos cajas de
registro cercanas vale la pena considerar sacar o
meter alambres en un tubo conduit.

Los ejemplos que se pueden dar son muy nume-
rosos y van desde encontrar un bicho en un
programa de computadora, una falla electrénica en
una computadora, una falla en un sistema de comu-
nicaciones o en un cohete aerospacial.
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El acertijo presentado en este articulo también
tiene conexion con la teoria de la informacidn.
Cada pesada proporciona una cierta cantidad de
informacién en la medida que elimina ciertas
posibilidades y, si se consideran probables,
aumentan las probabilidades de que resulten ser
ciertas. Asi, aunque en el problema de las 12
monedas el pesar 6 contra 6 en el primer
experimento ofrece cierta cantidad de informacién
como se sefala en el articulo, el pesar cuatro contra
cuatro da mas informacidén porque deja menos
incertidumbre. En el problema de las 13 monedas
se puede intuir que se requiere no desperdiciar
nada de informacion por estar llenas las 27 puntas
del arbol diagnodstico. En el de 12 monedas hay un
poco de holgura pues todavia se puede meter una
moneda mas y determinar la falsa en tres pesadas.

Una segunda ilustracion de aplicabilidad de las
ideas del acertijo de las monedas se dio en el campo
de la codificacion de sefiales digitales. Se hablé de
una solucidén dada por Huffman que resuelve el
problema con un sencillo algoritmo tan simple que se
puede aplicar manualmente. Dado que el arbol como
estructura, ya sea binario (con bifurcaciones de 2
ramas), o t-ario (ramificaciones con f ramas), es una
herramienta muy utilizada en computacion, adminis-
tracion, sociologia y otras disciplinas, existen
muchas otras aplicaciones de lo aqui tratado. Por
ejemplo, en el disefio de bases de datos en las cuales
se conoce la frecuencia con la que se requiere encon-
trar las llaves de los registros, se disefian los arboles
de busqueda utilizando el algoritmo de Huffman.
Igual cosa sucede en el diseno de procesos de orde-
namiento (sort) externo por medio de intercalado
(merge) donde el algoritmo de Huffman proporciona
soluciones 6ptimas (Knuth, 1968 y 1973).

Vemos, pues, que el paradigma que da el acertijo
de la moneda falsa es rico en posibilidades y aplica-
ciones, lo que justifica su estudio detallado. Existen
muchos paradigmas que vale la pena analizar. Un
ejemplo en ingenieria es el sistema vibratorio de
segundo orden (masa, resorte, amortiguador) en el
que entran ideas basicas de amplia aplicabilidad en
sistemas mecanicos, eléctricos, neumaticos e
hidraulicos, como frecuencia natural, resonancia,
analisis en el dominio de la frecuencia, amortigua-
miento, constante de tiempo, transformaciéon y

almacenamiento de la energia de un tipo en otro, asi
como disipaciéon de energia, por mencionar algunas
(Cannon, 1967). La tesis de este autor es que el arte
de resolver problemas consiste en conocer a profun-
didad la soluciéon de suficientes paradigmas para
cubrir un area dada del conocimiento. En este
articulo se manejo una introduccién a uno de estos
paradigmas. La mayor parte de lo aprendido tiene
que ver con matematicas, aunque no necesaria-
mente con las que tradicionalmente se le han impar-
tido a los estudiantes de ingenieria. Conviene que
los estudiantes dedicados a esta materia se
percaten que hay mucho en las matematicas que no
es tan formal como el calculo, el 4dlgebra o la proba-
bilidad (Davis y Hersh, 1981).

La computadora proporciona la oportunidad de
medir experimentalmente la profundidad de
comprensién de un paradigma, de ahi una buena
parte de su valor didactico. El convertirse en un
buen profesional no es solamente cuestién de
conocimientos. Una buena parte es cuestion de
actitudes. El resolver un problema complejo como
el de las 12 monedas requiere adquirir una actitud
importante en ingenieria: paciencia vtenacidad. Un
buen técnico o ingeniero tiene la paciencia y tena-
cidad de interesarse en un problema hasta que
logra resolverlo. Muchas personas se dan por
vencidas si no logran una solucién satisfactoria en
poco tiempo. La programacién de computadoras y
la prueba de los programas pueden promover las
virtudes de la paciencia y tenacidad mencionadas.
Al que ha intentado escribir un programa complejo
y logra su funcionamiento correcto después de un
esfuerzo considerable, el ejercicio le proporciona
una mayor auto estima. Dicha persona siente que
es capaz de resolver problemas. Este individuo no
se dara por vencido con facilidad cuando se le
presente otro reto similar o mayor. La diferencia de
desarrollo entre unos paises y otros se debe, por lo
menos en parte, a una desigualdad en paciencia y
tenacidad en el proceso de solucién de los
problemas que se les presentan.
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