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Resumen
H analisis estructural de sistemas de barras, en donde algunas de ellas presentan seccién
transversal variable, ha merecido cierta atenciéon por parte de los especialistas en la
materia. Desde hace varias décadas, pocos son los profesionales que han dedicado parte de
su esfuerzo en la representacién analitica del modelado de miembros de seccién variable; a
lo sumo, se han propuesto métodos practicos que en la mayoria de los casos resultan ser
bastante burdos, debido a las simplificaciones que han involucrado, quizd, con la tGnica
justificacién de poder utilizar los programas de computo cominmente conocidos, los
cuales incluyen mayormente en sus librerias elementos de seccién constante.
En la actualidad, s6lo unos cuantos programas comerciales incluyen el tratamiento de
barras de seccién variable, pese a que, desde hace varios afos, existe una formulacién
adecuada basada en la teoria de vigas, con la aplicacién del método de las flexibilidades, para
obtener los coeficientes de rigidez de barras elasticas tridimensionales de seccién variable, y
el método de la viga conjugada, para obtener los giros de fijacibn y momentos de
empotramiento. En dicha formulacién se establece la necesidad de realizar la integracion
algebraica a lo largo de toda la barra, la cual puede resultar bastante complicada o tediosa
cuando la seccién transversal de la misma presenta variaciones en sus dimensiones.
A partir de los coeficientes de flexibilidad, se pueden obtener los coeficientes de rigidez,
junto con los momentos de empotramiento en de barras de seccién variable, lo que
permite aplicar la integracién numérica.
En este articulo se presentan los resultados de aplicar el método de las flexibilidades para
obtener esos coeficientes de flexibilidad, y la aplicacién de laregla de Simpson de 1/3, para
la evaluacién numérica de las integrales. Se desarrollé un programa de computadora que
incorpora la integracién numérica para obtener, tanto los coeficientes de flexibilidad,
como las rigideces elasticas y momentos de empotramiento de barras tridimensionales de
seccién variable. Con el programa se resolvieron varios ejemplos, cuyos resultados se
compararon con una solucién publicada que utiliza otras herramientas y criterios de uso
comun en el medio del andlisis estructural.

Descriptores: integracién numérica, rigidez eldstica, seccién variable, flexibilidad,
momentos de empotramiento, andlisis tridimensional, barra, andlisis estructural.
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Abstract

TheAnalyze of variable cross-section bars systems has deserved certain attention for the specialists
in this matter.

Since several years ago, there has been a few professionals who have been done some effort about
the analytic representation of the variable cross-section members modeling. Only they have
proposed and they have usedpractical methods that sometimes are quite coarse due to the simplifi-
cations they have involvedthis, maybe for having a justification for using some of the Computer
programs that are very well-known, which inelude constant cross-section bars in their bookstores.
Nowadays, there are only a few commercial programs which have the treatment of cases of vari-
able cross-section bars, even though, since mamny years ago, an appropriate formulation has been
presented based on the beams theory, with the application of flexibilities method for obtaining
rigidity coefficients of three-dimensional elastic variable cross-section bars, and that conjugated
beam for obtaining fixation turns and fixed-end momenis.

In this formulation it is established the need of carrying out the algebraic integration through out
the whole bar, this can be quite complicated or tedious if the cross-section of the bar has some vari-
ations in its dimensions.

Taking the flexibility coefficients, and the rigidity coefficients with the fixed-end moments in vari-
able cross-section bars, it could be an example for the numeric integration application.

Because of this, in this paper I show, in summary, the results of the flexibilities method applied for
obtaining tlicse flexibility coefficients, and the application of Simpson rule (1/3) for the numeric
evaluation of the integral.

With practical purposes I developed a Computer program that incorporales the numeric integration
for obtaining, the flexibility coefficients, the elastic rigidities and fixed-end moments of
three-dimensional variable cross-section bars, all of those are very important and useful for an
Structural Analysis for this kind ofbars, using this program we were able to solve some examples
whose results were compared with other Solutions that used another criteria and tools, there are
commonly used in these researches. Some of these examples are included in this repon.

Keywords: variable cross-section, flexibilities method, flexibility coefficients, rigidity coefficients,

three-dimensional variable cross-section bars, conjugated beam, fixation turns, fixed-end
moments, numeric integration, Simpson rule (1/3).

Introduccién

Han aparecido varios intentos por resolver, con
cierto grado de aproximacién, el andlisis de barras
de seccion variable (Figura 1). Uno de ellos, quiza
el mas conocido en el medio, generd las tablas de
rigideces y momentos de empotramiento de
elementos de secciéon variable (Portland Cement
Association, 1958). También existe, en numerosos
textos sobre anélisis estructural, la solucién de
algunos tipos de problemas, en donde intervienen
barras de seccidén transversal variable; sin em-
bargo, algunos investigadores proponen métodos
bastante aproximados, por ejemplo, dividir ala

barra de seccién variable en s6lo unos cuantos
segmentos prismaticos, y utilizar las propiedades
geométricas medias de cada segmento para poder
emplear un programa de andlisis estructural que
Unicamente permita incluir elementos eldsticos
prismaticos, lo que resulta ser una tendencia muy
generalizada.

En la mayoria de las formulaciones, las
simplificaciones wutilizadas (no considerar
deformacién axial, ni por cortante) pueden
conducir a resultados que incluyen errores
significativos en la determinacién de la rigidez,
como lo sefialan Mezaini y colaboradores (1991),
Tena (1997) y otros.
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Varios son los autores que proponen
procedimientos teéricos bien fundamentados, por
ejemplo, Just (1977), Shreyer (1978),
Medwadowski (1984), Brown (1984), Yang y Yau
(1987), Takabatake (1990), Rajasekaran (1994) y
en nuestro pais, parece ser que desde la década de
los 70’s, el Ing. Julio E. Damy Rios (q.e.p.d.)
incluyé en su catedra de analisis estructural, tanto
a nivel licenciatura como en el posgrado de la
la  UNAM, los

fundamentos tedricos para el analisis de barras de

Facultad de Ingenieria de

seccién variable.

Aunque existe teoria bien fundamentada para
la solucién de este tipo de problemas, todavia no
se incorpora totalmente en la mayoria de los
programas comerciales para analisis y disefio
estructural, ya que algunos de ellos sélo
manejan unos cuantos casos de barras con
seccién variable, y otros permiten introducir
como datos los coeficientes de rigidez de las bar-
ras. Parece ser que las Unicas opciones viables de
esos programas para el usuario, son discretizar a
la barra con seccién variable en un conjunto de
elementos prisméaticos, o utilizar los factores
proporcionados en las tablas de la PCA, o bien,
recurrir a tablas y soluciones cerradas que
propone Tena (1997) para algunos casos de
seccién variable. Sin embargo, esta uUltima
opciéon (Tena y Zaldo, 1994); (Tena, 1997) tiene
el inconveniente de que las soluciones
propuestas, incluyan seccidén transversal vari-
able cuadrada, rectangular o circular; las tablas y
e 1

acarteladas (con variacion lineal), y se obtienen

graficas sélo presentan secciones T

s6lo las rigideces debidas a flexién, sin presentar

soluciones para la rigidez torsional ni axial, ni
las rigideces angulares alrededor del eje perpen-
dicular al eje principal de flexién. Todas ellas
son necesarias para realizar andlisis tridimen-
sional y, respecto a los momentos de
empotramiento, s6lo los presenta para carga
concentrada y uniforme en todo el claro.

El propdsito de este trabajo, es presentar la
aplicaciéon de reglas de integracién numérica para
evaluar los elementos de las matrices elasticas de
rigidez bidimensionales y tridimensionales de bar-
ras de seccidén variable. Ademads, se desarrollé un
programa de computadora que permite evaluar
esos elementos, para algunos tipos de variacién de
propiedades y formas tipicas de la seccién
transversal de la barra.

Matrices de rigidez y momentos de
empotramiento de barras con seccién
transversal variable

Desde Damy (1982),
basiandose en la teoria clasica de vigas, aplicé el

hace ya varios anos,
método de las flexibilidades para obtener los
coeficientes de flexibilidad de elementos de
seccidén variable, que resulté ser un formato
sencillo para su evaluacién directa o para su
programacion por computadora. Tena (1997)
hizo una presentacién completa del método, en
donde con pequefios cambios los resultados
sirven como base a este trabajo y se reproducen a
continuacién.

En la figura 2 se muestra el significado de
algunos términos de la matriz de flexibilidad para
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elementos barra bidimensionales. Las expresiones
(2) a (5) permiten calcular esos términos.
La matriz de flexibilidades [f] queda expresada
como:
«1 0 O
i 2 3B (1)
/3

f _ dx

(2)
u~ EA(X)

x2dx 1 X

12 jogs (x) + J°GAcy(x)

©)

AN oxdx _(

'B_JL/(x) _ 2 )

d
f- o (5)
B~J°L£/2X)

En la figura 3 se muestra el significado de
algunos términos de la matriz de flexibilidad para
elementos barra tridimensional, y las expresiones
(7) a (16) permiten evaluar los términos
involucrados.

0 O 0 0 0

fu
0 2 0 0 0 rx
0 0 3 0 35 O
. o o o 0 0 (&)
JH
0 0 J3 0 g5 0
0

f@O 0 Ofdg

L dx

- Jopae) )

Y

Figura 2. Términos de la matriz de flexibilidad de una barra bidimensional

Figura 3. Algunos términos de la matriz de flexibilidad de una barra tridimensional
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o . j(ix&zlx + fi dx (8) ecuacién anterior se expresan de la siguiente
Elz(x) >«GA(x) manera:
0o o
, xdx Al - 18
- |( ) 9) [*11] faou  fob (18)
0£/,(") G V
/\ « ,I X2()£C i/X (10) 0 0 "
by goGrax) rol= 0 Ta (19)
0 b m
.
A« IG X (11)
>«
[*2]_ 0 r. b (20
L dx ¢ @ 2
. (12)
S~ 1 GJk)
[A21] = [*2] 7 21
) L dx
% ~f, (13) .
EIv(x) Donde, para la evaluacién de los elementos de
las ecuaciones anteriores se pueden utilizar:
1
, i dx =.
i~ 1 (14) r (22)
°Elz(x)
fi3 ~f % (15)
—4of33 f (23)
[2~1% (16)
r, = 2 (24)
Una vez evaluada la matriz de flexibilidades, y Det
aprovechando su porosidad, la de rigidez se puede
obtener al invertir las submatrices de aquella.
Para un elemento barra de dos extremos (nudos 1y fBE f2 (25)
2), la matriz de rigidez global referida al sistema Det
de coordenadas locales (x, y y z) del elemento se
expresa como: i
4)) _I3E 2523" 12 (261
et
[*] [An] [AQ] (17)
[h21]  [*22]
6, — nl¥2 + M2 (27)

Concretamente, para un problema en dos

dimensiones, las submatrices de rigidez de la
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1 +r, 1
- (28) (35)

< Ak
Dctz 26 ~fF (36)

+
;,ba - r2 M ri (29)
, _ Iz

Ahora, para el caso tridimensional, las z Btz (37)

submatrices de rigidez de la ecuacién 17 contienen
los siguientes términos:

9 —f26./\_l{'2 (38)
o =+ L Det.
0 0 0 0 |
0 s 0 0 0 hbz
0 0 0 0
raay -hby (30) . ]('6'6'/\ ~ YWA + D (39)
0 0 0 . 0 0
ri 22, De/2
0 0 Ly O 0
0 hpe O 00y
+r2% + 212, (40)
12
0 0 0 0 0
0 ~haz 0 0 ° -
hlz+h2z
o - o= 41
0 0 -hay -hay 0 (31) L ( )
0 0 0 i 0 0
0 0 hby 0 hly 0
0 ~hbz 0 0 0 r\2z ”*‘ — I% +r12Z (42)
b
.0 0o o o 9 ~ gly =/'53/55 —f & (43)
0 s 0 0 0 ..
0 0 0 0
[%22] hay hay (32) y f35’ (44)
0 0 0 A 0 0 w ~Dety
0 0 hay O rozy 0
O 4. 0O 0 0 o
., _I357~f33 (45)
85 Dety
fe,]=[">.r 33>
» _fssL ~235"+ 3 (46)
Para la evaluacién de los elementos de las 2X Dity
ecuaciones anteriores se pueden utilizar:
34 _ Wy +r2y + 2nd
fn (34) Ky £2 (47)
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hly +r\2y

iy = (48)

r22y + n2y

Ibay (49)

En el andlisis y disefio estructural, se acepta que
la variacién de las propiedades geométricas y
elasticas de la barra, produzcan también la
modificacién de los momentos y fuerzas de
fijacién (Figura 4), con respecto a los resultantes
para barras prismaticas.
Las 1997)
proporcionan los giros de fijacién (Figura 5) para una

expresiones siguientes (Tena
barra de seccién transversal variable doblemente
empotrada, sujeta a una condicién de carga general

contenida en su plano principal de flexién.

1 xMO, L V,O
0, =5 o -z —dx+ - 7V d 50
LJoEl (Y ’ FOHANx) gy (50)
0 =fl M dX-9,, (51)

JOEIz(x)

En las ecuaciones anteriores, Mzy VOyson las
funciones de momento flexionante y fuerza
cortante respectivamente, ambas producidas por
el sistema de cargas actuante sobre la viga
simplemente apoyada.

Con los giros de fijaciéon obtenidos, los
momentos de empotramiento correspondientes al
sistema de carga actuante (Figura 6) se pueden
obtener mediante las expresiones siguientes

='{u-6n--'i210 2* (52)

Figura 5. Giros de fijacion
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"2z T r22z®2z n2z®1z (53)
Aplicacién de reglas de integracién

numérica

La evaluacién de los elementos de las matrices de
flexibilidades, asi como los giros de fijacién
definidos en el punto anterior, requiere del
matematico de Para

proceso integracion.

elementos de realizar la

secciéon variable,
integracién analitica resulta bastante tedioso y
poco practico, por lo que es mas adecuado recurrir
a la integracién numérica, también sugerida por
Damy (1986).

Las féormulas de integraciéon de Newton-Cotes
son los esquemas de integracién numérica mas
comunes (Chapra y Canale, 1999); éstas buscan
remplazar una funcién complicada o datos
tabulados por una funcién aproximada que sea
facil de integrar.

1= <}l’f{x)dx = Cgfn(x)dac
donde

f(x) = funcién a integrar

/n(x) = polinomio de la forma fn(x) = a0+ a:x
torrereeens + arX11+ amxn

n = orden del polinomio

De estas formulas, las que tienen aplicacién a
este problema son las cerradas, ya que se conocen
los datos (valor de la funcién) al inicio y al final del
intervalo de integracién. Como es de suponerse, al

remplazar la funcién original por otra, se produce
un error en el resultado (evaluacién de la integral).
Una forma de mejorar la exactitud de las reglas de
integracidn, es dividir el intervalo de integracién
en un numero de segmentos y aplicar el método a
dando resultado
ecuaciones llamadas férmulas de integracién de

cada uno de ellos, como
multiple aplicacién o compuestas.

Por conveniencia y sencillez, si los datos estan
uniformemente espaciados (segmentos en que se
divide el intervalo de integracién del mismo
tamano), la regla trapecial puede ser la primera de
las formulas de integracién cerrada aplicable al
problema por resolver; esta regla utiliza un
polinomio de primer orden como funcién, el cual
reemplaza ala que se va a integrar (Figura 7a). Para
obtener una estimacién mas exacta de una inte-
gral, se recurre a una segmentacién mas fina
(segmentos de menor tamano); la otra, es usar
polinomios de orden superior para conectar los
puntos. Esta dltima conduce a las conocidas
féormulas de Simpson; la de 1/3 y 3/8, cuando se
utilizan polinomios de segundo (Figura 7b) y
tercer grado, respectivamente.

La regla de Simpson de 1/3 es, a menudo, el
método de preferencia (Chapra y Canale, 1999), ya
que alcanza una exactitud de tercer orden con sélo
tres puntos, en comparacién con los cuatro puntos
requeridos por la de 3/8, es por ello que se utiliz6 en
este trabajo, para evaluar numéricamente las
expresiones relativas a los coeficientes de
flexibilidad, raz6én por la cual se reproduce a

continuacidn.

Figura 6. Momentos de empotramiento en funcion de los giros de fijacion
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Para ajustar tres puntos de ordenadas f0, fxy f2
(Figura 8) igualmente espaciados en Ax a una

ecuacién de 2do-grado, cuya forma general es

y(2Ax) =f2=a(2Ax)2 +b(2Ax)+f0 (58)

y=ax2+bx+c (54) De las dos ecuaciones anteriores se obtiene:
Se determina el valor de a, b, y ¢ para que la n_f Mo (59)
funcién se satisfaga, por ejemplo, en 0, Ax y2Axa 2(Ax)2
fo, f\ y.ft respectivamente, es decir:
¥(0)=y0=fo =*(°)2 +k(0)+c (55) 60)
-5 - 3«

por lo que:
C=f0

y(Ax) =fx =a(Ax)2+ b(Ax) +f0

Aproximacion lineal

Por lo que la ecuacién (54) finalmente queda:
(56)

(57) v=fl 2(Ax)2 2Ax -fi +f»  («i)

b) Aproximacién cuadrdtica

Figura 7- Funciones de aproximacion fjx) a la funcién f(x)

Figura 8 Aplicacion de la integracion compuesta
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Ahora, el area bajo la curva limitada por las
ordenadas fo Yfi se obtiene al integrar la funcién
anterior (ec. 61) y en el intervalo 0 a 2Ax

2K
PrTpEE gaxg  xSafe(di-f* -y +fx
(62)
ro-2 =—(lo +4f1 +f2)&x (63)

Para los siguientes tres puntos de ordenadas fz,
y L (Figura 8)

Ax (64)

Enseguida, el area entre las ordenadas f4 f}y f6
es:

+4 £5(6D)

El area total comprendida entre los puntos
igualmente espaciados de ordenadas fOaf6es:

N6 =-N02 +-724 +-74-6 (66)

6~f(/o +4fi +f2+f2+4/3+/4 +]A +MS +f6)Ax

(67)

s=—(/o +4/) +2f2+4f3 +2f4+4/j +/6)AX (68)

Extendiendo la expresién anterior para «
puntos, finalmente se obtiene:

A =|(fo +4X"6»« + "Yjfpawra(n-2) +/'n) AX  (69)

donde n = nimero puntos, multiplo de 2 (mas la
ordenada inicial f0)

Para la obtencién de los giros de fijacién y

momentos de empotramiento mediante
integraciéon numérica, son necesarios los valores
de las funciones de elementos mecanicos como
datos (fuerza cortante Vy momento flexionante
M), asi,

funciones de singularidad (funcién escalén y

lo més conveniente es utilizar las

funcién rampa, ver figura 9).

Para una carga concentrada P aplicada a una
distancia a, una uniforme W entre los puntos by ¢
(medidos a partir del extremo izquierdo de la barra),
y un momento concentrado M aplicado a una
distancia d (medida también a partir del extremo
izquierdo de la barra (Figura 10) las funciones de
singularidad conducen a las siguientes expresiones
para la obtencién de la fuerza cortante V(x) y el
momento flexionante M(x).

V<x>=P<x-c>° tw<x-a>' -w <x-b>1 (70)

M<x>-P<x-¢>1+0.5w<x - b>2-

0.5w<x-b>2+M<x-d>° (71)

En las ecuaciones anteriores, el término <x -
a>, <x-b>, <x-¢> o0<x-d> escerocuando x
es menor que a, b, c o d respectivamente, e igual a
(x-a), (x-b),

Cuando sobre la viga acttan varias fuerzas, las

(x-c)o (x- d) en caso contrario.

ecuaciones 70 y 71 se aplicaran repetidamente.
Desarrollo del programa

Se desarroll$ el programa SECVARS en lenguaje
QUICK-BASIC versi6n 4.0 que maneja ala barra
como una serie de segmentos (Figura 11), cada uno
de ellos con diferente forma en su seccidén
El programa SECVARS5 acepta
segmentos de seccidn transversal: “V, “T'” rectan-

transversal.

gular, trapecial, circular, rectangular hueca,
trapecial hueca y circular hueca (Figura 12); con
ancho y peralte constante o con variacién lineal o
parabdlica entre sus extremos (Figura 13).

El programa resultdé bastante compacto, y se
puede solicitar al Departamento de Estructuras de
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la DICTyG de la Facultad de Ingenieria de la
UNAM o ala siguiente direccién electrdénica:
fmonroy@correo.unam.mx

Figura S Funcién escalén y funcién rampa

Figura 10. Tipos de fuerzas actuando sobre una barra de seccion variable

31
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Figura 11. Barra de seccion variable formada por una serie de segmentos

Figura 12. Algunas formas usuales para la seccién transversal de una barra de seccion variable

Figura 13. Segmento de barra con ancho y peralte variable


http://dx.doi.org/10.22201/fi.25940732e.2003.04n1.002

DOI: http://dx.doi.org/10.22201/11.25940732¢.2003.04n1.002
F. Monroy-Miranda 33

Ejemplos

Para la solucién de cada uno de los siguientes
ejemplos, se preparé el archivo de datos y se ejecutd
el programa SECVARS5 con el que se obtuvieron los
coeficientes de flexibilidad (ecuaciones 7 a 16), de
rigidez (ecuaciones 34 a 49), asi como los giros de
fijacibn y momentos de empotramiento
(ecuaciones 50 a 53). Se reproducen algunos de los
resultados
SECVARS5.

Ejemplo 1. Determine los coeficientes de

rigidez y momentos de empotramiento de la viga

proporcionados por el programa

mostrada en la figura 14.
La tabla 1 algunos resultados
proporcionados por el programa SECVARS5 para el

contiene

ejemplo 1. De la cuarta columna en adelante se
muestra, en el renglén correspondiente, el
cociente de la rigidez obtenida con (n) puntos en-
tre la rigidez lograda con 36 puntos mediante
integracién numérica con la regla de Simpson de
1/3; las rigideces consideran el efecto de la
deformacién por cortante. Una segmentacién més
fina conduce a una mejor estimacién en la
evaluacidén de la integral, no se requiere de gran
cantidad de puntos para lograr lo anterior. En caso
extremo (para la regla de Simpson de 1/3), si sé6lo
se consideran dos puntos en el proceso de
integracién numérica, existen diferencias de hasta
30 vy 50%, en la estimacién de las rigideces y
momentos de empotramiento respectivamente.

Figura 14- Barra de seccion transversal rectangular con peralte variable

Tabla 1. Influencia del tamano

del intervalo de integracién y de la relacién peralte-claro (ejemplo 1)

hV/L  h2/L. - n fu 12z wz "= Mz dw
0.1 0.2 2 0.81 0.68 0.88 0.81 0.76 0.84 0.96
4 0.97 0.96 0.98 097 097 0.98 1.00
6 0.99 0.99 1.00 0.99 0.99 0.99 1.00
12 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
18 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
24 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
36 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
0.2 0.4 2 0.84 0.69 0.91 0.84 0.78 0.86 0.96
4 0.98 0.96 0.99 0.98 0.97 098 1.00
6 0.99 0.99 1.00 0.99 0.99 1.00 1.00
12 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
18 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

iy ypy Gy Uy M2 MZ R, R2
0.93 0.97 0.96 0.95 0.96 0.50 1.47 0.77 1.17
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 0.93 1.04 0.98 1.02
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99 1.03 0.99 1.01
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
0.93 097 096 0.95 0.96 0.58 1.44  0.80 1.15
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 0.94 1.04 0.98 1.01
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99 1.03 0.99 1.01
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

continta...
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Tabla 1. Influencia del tamafo del intervalo de integracién y de la relaciéon peralte-claro (ejemplo 1)

h/L. h2/. n

0.4

24

36

0.6 2

12
18
24

36

rllz
1.00

Y127
1.00

1.00

1.00

(continuacidn)
wz  w e wm Wy oy @y tGay ity dw Mu MZ R R2
100 1.00 100 100 1.00 100 1.00 1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
100 1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
097 095 094 0096 099 098 0.99 098 098 098 089 132 090 1.08
100 1.00 099 1.00 100 1.00 1.00 1.00 100 1.00 0.99 1.01 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 101 1.02 1.00 1.00
1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 100 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 100 100 1.00 1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

En la tabla 2 se muestra la influencia de 1la
deformacién por cortante, a partir de la cuarta
columna se presenta la variacién del cociente de la
rigidez obtenida, sin considerar deformacién por
cortante entre la obtenida, considerando ese tipo
de deformacién. Para ambas rigideces se utilizaron
36 puntos en la integracién numérica con la regla
de Simpson de 1/3. Segun varios autores (Damy,
etc.) el
incremento en la relacién peralte a claro; si esa

Tena, ese coclente aumenta con

relacién es mayor cle 0.4, pueden aparecer
diferencias en la estimacién de las rigideces de
40% o mayores; sin embargo, para los valores
anteriores, las diferencias en los momentos de
empotramiento no sobrepasan el 12%.

En la tabla 3 se muestran los resultados
correspondientes al enunciado del ejemplo; las
unidades empleadas fueron toneladas y metros, y
los resultados incluyen el efecto de la deformacién
por cortante.

Tabla 2. Influencia de la deformacién por cortante (ejemplo 1)

hI/L h2/. n

lz rhz wz ‘s M Yw rdy rhy wy ‘my rdy rvhw Mz MZ R R2
01 02 36 1.039 1.099 1.056 1.065 1.065 1.065 1.002 1.004 1.002 1.003 1.003 1.003 0.970 1.025 0.987 1.009
02 0.4 36 1.145 1.437 1218 1.262 1.262 1.262 1.002 1.004 1.002 1.003 1.003 1.003 0.906 1.091 0.958 1.032
04 0.6 36 1.400 2.730 1.537 1.742 1.742 1.742 1.002 1.004 1.002 1.003 1.003 1.003 0.892 1.119 0.953 1.042
Tabla 3. Valores de las rigideces, fuerzas y momentos de empotramiento (ejemplo 1)
n foz 3 rllz ri2z 127 "ee. rdw "t dly
36 95,650.7 990.4 36,491.9 28,784.0 101,768.2 1,958.3 6,527.6 13,055.2 2,413.3
n ry 2y Pay rdy fhoy Mlz M Z R. R2
36 1,417.6 3,405.1 86.5 383.1 4823 18.03 42.75 12.53 17.47
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Ejemplo 2. Obtener los coeficientes de rigidez
y los momentos de empotramiento de la viga que
se muestra en la figura 15.

Figura 1om Barra de seccién transversal rectangular con peralte variable (parabdlico) en los segmentos
extremos y constante en el central

Y* 10 Ton

__50cm

t=2.5 cm h=variable
>

\
A
Seccion transversal

E=20,390,000 Ton/m2
u=0.3

Figura 16. Barra de seccion transversal "I" de peralte variable (lineal)

En la tabla 4 (con una estructura muy similar a

la de las anteriores), las rigideces fueron
calculadas con 12 y 24 puntos para la integracién
numérica, mediante la regla de Simpson de 1/3. El
efecto de la deformacién por cortante induce
diferencias de menos de 3% en las rigideces,

respectivamente; los momentos y fuerzas de

empotramiento resultaron practicamente iguales.

Al final de la tabla 4, se muestran algunos de
los resultados obtenidos por el programa
SECVARS5, producto de reemplazarla variacién
parabdlica de los extremos de la barra de este
ejemplo por una lineal. Se observa que el

cambio anterior trae como consecuencia


http://dx.doi.org/10.22201/fi.25940732e.2003.04n1.002

DOTI: http://dx.doi.org/10.22201/f1.25940732€.2003.04n1.002

Ejemplo 2 Rigideces, momentos y fuerzas de empotramiento, unidades : toneladas y metros
Variacion parabdlica de los extremos

Considerando efecto de cortante

n rax rt r11z r12z r22z I*aaz I"abz *"baz rity r12y r22y *"aay Taby f'bay M 1z M2 R, R2

o 12 59.230,7 4829 29241 27729 52251 3804 949,5 1.333,0 4.177,9 28824 57408 4357 1.1767 14372 369 508 247 2,03
@) 24 59.1450 480,8 2.896,5 2.743,7 5.178,8 376,7 940,0 1.320,4 4.173,7 2.880,4 57351 4353 1.1757 14359 367 504 247 2,03

N

(1)1(2) 1,001 1,004 1,010 1,011 1,009 1,010 1,010 1,010 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,004 1,009 0,998 1,002
Sin considerar efecto de cortante

n fax ri r11z r12z r22z *"aaz *"abz “baz rity r12y r22y Aaay Taby “bay M-iz M2 R, R2

@) 12 59.230,7 482,9 2970,7 2.838,2 5316,9 387,9 968,2 1.359,2 4.2496 29700 58478 4455 1.203,3 14696 3,68 510 246 204
@4 24 591450 480,8 29422 2.807,9 5.269,0 384,1 958,3 1.346,1 4.2454 2968,0 5.842,0 4451 12022 14683 366 505 247 2,03

(3)/(4) 1,001 1,004 1,010 1,011 1,009 1,010 1,010 1,010 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,004 1,009 0,998 1,002

Influencia de la deformacién por cortante

n fax ri r11z r12z r22z I"aaz **abz I"baz r11y ri12y r22y Aaay raby *"bay M1z M2z Ri R2
(3)(1) 12 1 1 1,016 1,024 1,018 1,020 1,020 1,020 1,017 1,030 1,019 1,023 1,023 1,023 0,997 1,003 0,998 1,002
<4)(2) 24 1 1 1,016 1,023 1,017 1,019 1,019 1,019 1,017 1,030 1,019 1,023 1,023 1,023 0,997 1,003 0,998 1,002

Variacion lineal de los extremos (considerando deformacién por cortante)
n rax . 11z r12z 1222 raaz “abz Abaz 11y 12y r22y raay Aaby “bay M1z MZ Ri R2
) 24 65.334,3 559,5 3.968,5 4.430,7 8.4948 5924 13999 21543 4.600,9 3.4386 6.997,3 5132 13399 17393 352 6,04 228 222
(5)/(2) 24 1,10 1,16 1,37 1,61 1,64 1,57 1,49 1,63 1,10 1,19 1,22 1,18 1,14 1,21 0,96 120 092 1,09

Tabla 4. Resultados para el ejemplo 2
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diferencias en las rigideces y momentos de
empotramiento. Encontrandose entre 10y 64%
para las primeras y de hasta un 20% para los
ultimos.

Ejemplo 3. Obténga los coeficientes de rigidez
y momentos de empotramiento de la viga
mostrada en la figura 16.
Resultados obtenidos con el programa SECVARS5 se
muestran en la tabla 5; donde aparecan las rigideces
y momentos de empotramiento obtenidos con y sin
el efecto de la deformacién por cortante,, la
influencia de este ultimo, induce diferencias de
menos de 3%, tanto en las rigideces como en los
momentos y fuerzas de empotramiento

Comparacién con la solucién obtenida
por otros autores

Con el objeto de comparar algunos de los
resultados producidos por el programa SECVARS5,
se consultd en la bibliografia la solucién a los
ejemplos del punto anterior.

El ejemplo uno se logrd resolver parcialmente
utilizando la tabla 55 de la PCA (1958), por lo que
se procedié a obtener su solucién utilizando el
programa STAAD (1990-2000). Debido a que las

versiones de este programa no consideran barras
cuya variacién de la seccién transversal sea como
la del ejemplo, la barra se tuvo que discretizar en
una serie de segmentos (10 en total), (Figura 17)
de seccidén transversal uniforme conectados entre
de ellos las

si, asignandoles a cada uno

propiedades geométricas medias

correspondientes, tomando en cuenta la
variaciéon de propiedades.

El ejemplo 1 también se resolvié mediante el
programa SAP2000 (1996-2000). En esos
programas (SECVAR5, STAAD y SAP2000) se
incluyé el efecto de la deformacién por cortante.

En la tabla 6 pueden observarse los resultados
obtenidos con las diferentes herramientas, se
observa ademds que existen minimas diferencias
en las rigideces angulares alrededor del eje y de la
barra, proporcionadas por las cuatro
herramientas, de no mas de 3% para los siguientes
resultados logrados con los programas STAAD,
SAP2000 y SECVARS.

El ejemplo 2 se resolvié parcialmente
utilizando la tabla 12 de la PCA (Pé6rtland Cement
Association, 1958). Este ejemplo fue tomado de
Sterling (1982),

resultados que se incluyen en este documento.

de ahi se tomaron algunos

STAADPio fvaiejtu What* Stiuctutv] jaiy
a fi. Ed laih He— QOgmml» An” Mod VM» H*>
aitfifmfc Myl-.k1Bjol aiaiiflWlai..-M 11-'1' e*<
QSH<3NSASi>NQYe» 1 PASTEHR "1 inHotD
J1 e nibariTnilli viiimumummi mifg mmmmtiisei 1muminuilicminm
A 1 J 2 3 3 4 4 S 5 6 8 7 7 8 8 9 9 10 10 B
ForHsie.oranFI 1 11 IMIMKM MM

Figura 17- Ejemplo 1, segmentos de seccion constante para uso del programa STAAD (1990-2000)
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Ejemplo 3

Rigideces, momentos y fuerzas de empotramiento, unidades: toneladas y metros

Considerando efecto de cortante

fax

35.299,0
35.299,1

1

ri r11z r12z r22z

2,908 18.359,4 12.017,4 18.359,3
2,908 18.359,2 12.017,3 18.359,3

1 1 1 1

Sin considerar efecto de cortante

fax

35.299,0
35.299,1

1

ri r1iz r12z r22z

2,908 18.629,8 12.287,9 18.629,8
2,908 18.629,7 12.287,8 18.629,7

1 1 1 1

Influencia de la deformacién por cortante

fax

ri ri1z r12z r22z
1 1,015 1,023 1,015
1 1,015 1,023 1,015

laa7 **abz “baz rity r12y

97,2 12151 12151 1.701,5 850,3

97,2 12151 12151 1.701,5 850,3
1 1 1 1 1
raaz rabz rbaz rity r12y

98,9 1.236,7 1.236,7 1.702,8 851,7

98,9 1.236,7 1.236,7 1.702,8 851,7
1 1 1 1 1
*"aaz rabz rbaz r11y r12y

1,018 1,018 1,018 1,001 1,002
1,018 1,018 1,018 1,001 1,002

Tabla 5. Resultados para el ejemplo 3

r22y

1.701,5
1.701,5

1

r22y

1.702,8
1.702,8

1

r22y

1,001
1,001

“aay

8,2
8,2

I"aay

8,2
8,2

raay

1,001
1,001

Oiby

1021
1021

raby

102,2
102,2

*"aby

1,001
1,001

rbay

102,1
102,1

*"bay

102,2
102,2

rbay

1,001
1,001

M1z

103,43
103,41

1

Miz

103,78
103,75

M 12

1,003
1,003

M2z

64,37
64,35

M2z

64,03
64,00

1

M2z

0,995
0,995

23,56
23,56

23,59
23,59

F{

1,001
1,001

R2

11,44
11,44

1141
11.41

Re

0,998
0,998
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En la parte media de la tabla 6 se observa que, al
utilizar las tres herramientas para el calculo de las
rigideces angulares alrededor del eje z existen
diferencias minimas (de no més de 3%). En el caso
de los momentos de empotramiento, las
diferencias entre los resultados proporcionados
por Sterling (1982) y el programa SECVARS5 son de
cuando mas 2.5%. Cuando se comparan los valores
obtenidos de (PCA,

proporcionados por el programa SECVARS5, la

1958) con los resultados

diferencia se incrementa a 3% y 6.5% para las

rigideces y momentos de empotramiento
respectivamente.

Es importante mencionar que para la obtencién
de las rigideces y momentos de empotramiento
usando las tablas de la PCA, se hizo para cada uno
de ellos un ajuste cuadratico (como el que se
muestra en la figura 18), éste permiti6 extrapolar
los datos provenientes de esa referencia, y asi
poder obtener los correspondientes al ejemplo en
estudio. En definitiva, lo anterior influyd en las

diferencias anotadas al final del parrafo anterior,

—e— kAB

es posible que esas diferencias disminuyan si se
utiliza una mejor funcién de ajuste.

El ejemplo 3 se resolvi6 con los programas STAAD
(1990-2000) y SAP2000 (1996-2000), ya que el primer
programa tiene dentro de sus capacidades la
posibilidad de analizar barras de seccién transversal
“I” con variacidn lineal entre sus extremos de algunas
de sus dimensiones (Figura 19), por lo que toda la
barra se consideré de 5 segmentos(barras), a
diferencia del programa SAP2000 en donde no hubo
necesidad de hacer tal divisiéon y sdlo se considerd
una barra con propiedades variables (ver figuras 20 y
21). Los resultados obtenidos mediante los
programas SECVAR5, SAP2000 y STAAD incluyen
el efecto de la deformacidén por cortante.

Al final de la tabla 6 se muestran para el
ejemplo 3, los resultados obtenidos con las tres
herramientas, en ella se observa que existen
diferencias en las rigideces angulares que no
sobrepasan el 2%, y de menos del 6% en la rigidez
torsional, siendo practicamente nulas para las
fuerzas y momentos de empotramiento.

————————— Polinémica (kAB)

Figura 18. Ajuste cuadrdtico con datos de la tabla 12 de la PCA (1988)
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Ejemplo 1
Herramienta
(1 Tabla 55 PCA
2) STAAD-III
(3) Integracién numérica
(4) SAP2000
(N/3)
(2/(3)
4)/(3)
Ejemplo 2
Herramienta
(D Tabla 12 PCA
2 Ref. 1, (S. Kinney)
(3) Integracion numerica
(1)/<3)
(2/(3)
Ejemplo 3
Herramienta
(D STAAD-III
) Integracién numeérica
3) SAP2000
(V@)

()2

rax

95.693,9
95.650,7
95.650,7

0,0%
0,0%

59.145,0

rax

35.299,1

35.299,1

35.299,2
0,0%
0,0%

Rigideces, momentos y fuerzas de empotramiento, unidades: toneladas y metros

ri

987.,4
990,4
990,4

0,3%
0,0%

480,8

2,857

2,908

2,750
1.8%
5,4%

r11z

r12z

37.065,7 29.470,9
36.491,9 28.784,0
36.492,1 28.784,2

1,6%
0,0%

r1iz

2.884,6
2.900,0
2.896,5
0.4%
0,1%

Tuz

2,4%
0,0%

r12z

2.826,6
2.763,7
2.743,7
3,0%
0,7%

r12z

18.422,3 12.097,2
18.629,7 12.287,8

18.302,1
1,1%
1,8%

Tabla 6. Comparacion de resultados.

11.977.1

1,6%
2,5%

r22z

102.287,4
101.768,2
101.768,5

0,5%
0,0%

r22z

5.142,0
5.250,0
5.178,8
0,7%
1.4%

r22z

18.422,3

18.629,7

18.302,1
1,1%
1,8%

ruy
2.416,6
24149
2.413,3
2.413,3
0,1%
0,1%
0,0%

rily

4.173,7

ruy
1.693,1
1.702,8
1.701,6
0,6%
0,1%

r12y

1.4234
1.417,7
1.417,6
1.417,6
0,4%
0,0%
0,0%

r12y

2.880,4

ri12y
844,1
851,7
850,0
0,9%
0,2%

r22y M iz
3.411,1
3.394,9
3.405,1
3.405,1
0.2%
0,3%
0,0%

17,91
18,03
17,62

0,7%
2,3%

r22y M1
3,56
3,74
3,67
3.3%
1,9%

5.735,1

r22y Mtz
1.693,1 103,73
1.702,8 103,75
1.700,6 103,50
0,6% 0,0%
0,1% 0,2%

M2

43,28
42,75
43,57

1,2%
1,9%

M2
4,71
4,91
5,04
6.5%
2,5%

M2z
64,06
64,00
64,17
0,1%
0,3%

Ri

12,46
12,53
12,41

0,5%
0,9%

2,47

Ri
23,59
23,59
23,57

0,0%
0,1%

R2

17,54
17,47
17,59

0,4%
0,7%

R2

2,03

R2
11,41
11.41
11,43

0,0%
0.2%
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F1 {Depth of Section al Start Norde) |0
F2 (Thtckness oi Web) fo"

F3 (Depth of Seclion at End Node) 0

F4 (Wrdth of Top Flange] 6
F5 (Depth of Top Flange)
F6 (Width of Bottom Flartge) 0
1?7 Material
Steel F7 (Depth of Bottom Flange)
Add Ciose

Figura 19a Barra con variacion lineal de algunas de sus dimensiones, programa

STAAD PRO (1990-2000)

rri

41

Figura 20. Definicién de propiedades geométricas variables para la barra (ejemplo 3), programa SAP2000

(1996-2000)
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42 Aplicacion de la integracion numérica para obtener la rigidez eldstica de barras con seccion variable

Figura 21. Una sola barra (ejemplo 3) con las propiedades geométricas variables definidas en la figura 20,
programa SAP2000 (1996-2000)

Conclusiones

Se presenté la aplicacién de la integracidén
numérica como una opcidén para la evaluacién de
los elementos de las matrices de rigidez elasticas
bidimensionales y tridimensionales, asi como de
las fuerzas y momentos de empotramiento, todos
ellos, para barras de seccién transversal variable.
Para aplicaciones practicas, la implementacién
de la metodologia propuesta condujo a la
elaboracién del programa de computadora
SECVARS5, con caracteristicas de sencillez y
flexibilidad, ya que le permite al usuario la
posibilidad de manejar barras constituidas por
una serie de segmentos con diferentes formas en
su seccién transversal, a partir de datos de las
dimensiones caracteristicas, segun la forma de la
secci6n. Es posible incluir la deformacién por
cortante, asi como indicar el nimero de puntos a
considerar en el proceso de integracién numérica.

En cuanto a la obtencién de las fuerzas y
momentos de empotramiento, SECVAR5 puede
considerar varias fuerzas concentradas y
uniformes, estas ultimas pueden estar actuando
en toda la viga o solamente en una parte. Aunque
SECVAR5 tiene

incorporadas las reglas de integracién trapecial y

no se habia mencionado,

Simpson de 1/3 y 3/8 por lo que se puede comparar
la solucién proporcionada por esos diferentes
esquemas de integracién numérica

El programa SECVAR5 se aplicé a varios
ejemplos (algunos de los cuales se incluyeron en
este reporte), la comparacién entre si de los
resultados proporcionados por otras herramientas
y textos relacionados con el tema, resultd ser
bastante satisfactoria. Las diferencias encontradas
se deben (como anotan acertadamente varios
autores), al efecto de la deformacién por cortante,
dependiente de la relacién peralte claro y de la
forma de la seccién transversal de la barra. Por lo
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anterior, SECVARS5 constituye una alternativa
moderna para la solucién de este tipo de problemas.
SECVAR5 se
desarroll6 en una versiéon de BASIC, pero con poco

Por sencillez, el programa-
esfuerzo, todo o una parte del mismo puede ser
traducido a otro lenguaje (si es necesario), y
hacerle las modificaciones convenientes para
incorporarlo a algin programa de analisis
estructural, con lo que se tendrd la posibilidad de
resolver estructuras con barras de seccidén
transversal variable como una opcién més dentro

del mismo programa.
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