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Resumen

La carta de control T? de Hotelling es ampliamente utilizada para monitorear, simultdneamente, dos o més caracteristicas de calidad
continuas. Para que su uso sea valido se requiere que los datos a supervisar cumplan con dos suposiciones: normalidad multivariada
e independencia entre observaciones, sin embargo, ambos supuestos son dificiles de sostener en un proceso real y, en consecuencia,
el rendimiento de la gréfica de control se deteriora. Liu (1995) desarroll6 una clase de cartas de control multivariadas no paramétricas
o de distribucién libre basadas en el concepto de profundidad de datos. La tinica suposicién para usar estas graficas es que las obser-
vaciones sean independientes. En este trabajo se estudia via simulacién, a través de la longitud promedio de corrida, el comporta-
miento de la carta de control basada en medidas profundidad cuando se relaja el supuesto de normalidad multivariada en presencia
de autocorrelacién, su comportamiento se compara con el de la grafica T°. Se encontré que la carta de control no paramétrica es
menos afectada en la mayorfa de los casos estudiados que el método paramétrico.

Descriptores: Carta de control, carta T* de Hotelling, profundidad de datos, profundidad de Mahalanobis, autocorrelacién, carta de
clasificacién por rangos.

Abstract

The Hotelling T° control chart is widely used to simultaneously monitor two or more continuous quality features. For its use to be
valid, the data to be monitored is required to met two assumptions: multivariate normality and independence between observations,
however, both assumptions are difficult to sustain in a real process and, consequently, the performance of the control chart it dete-
riorates. Liu (1995) developed a class of multivariate nonparametric or free distribution control charts based on the concept of data
depth. The only assumption to use these graphs is that the observations are independent. In this work, the behavior of the control
chart based on depth measurements is studied via simulation, when the assumption of multivariate normality is relaxed in the pre-
sence of autocorrelation, its behavior is compared with that of the graph T°. It was found that the non-parametric control chart is less
affected in most of the cases studied than the parametric method.

Keywords: Control chart, Hotelling T? control chart, data depth, Mahalanobis depth, autocorrelation, r-chart.
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EVALUACION DE UNA CARTA DE CONTROL MULTIVARIADA BASADA EN PROFUNDIDAD DE DATOS PARA OBSERVACIONES NO NORMALES EN PRESENCIA DE AUTOCORRELACION

INTRODUCCION

Cuando en un proceso de produccién se monitorean
dos 0 mas caracteristicas de calidad (o variables) conti-
nuas, posiblemente correlacionadas, el uso de multiples
procedimientos de control univariados tipo Shewhart
es inadecuado, ya que, ademas de que no controlan la
tasa general de falsas alarmas (Boone, 2010), tampoco
toman en cuenta la correlaciéon que con frecuencia pre-
sentan las variables en procesos multivariados (Mason
y Young, 2002). Una recomendable alternativa al con-
trol univariado para el monitoreo de diferentes varia-
bles simultaneamente, son las cartas de control mul-
tivariadas. Entre las graficas de control multivariadas
mas conocidas destacan la carta T de Hotelling, la carta
multivariada de promedios mdviles exponencialmente
ponderados (MEWMA) y la carta multivariada de su-
mas acumuladas (MCUSUM), de estas, la mas popular
es la gréfica T°. El empleo de estos métodos de control se
basa en dos suposiciones: que las observaciones sucesi-
vas de las caracteristicas de calidad a supervisar sean
independientes (0 no autocorrelacionadas) y que sigan
una distribucion normal multivariada. Sin embargo, a
menudo en la practica, los datos exhiben cierta depen-
dencia en serie y un comportamiento distribucional
que no puede suponerse normal. Particularmente el
rendimiento de la carta T, cuando se ignora la presen-
cia de autocorrelacion o falta de normalidad, se afecta
severamente (Montgomery, 2009). Chou et al. (2001) de-
tectaron, por ejemplo, que la carta T incrementa la pro-
porcion de falsas alarmas cuando el proceso estd en
control y las observaciones no provienen de una pobla-
cién normal multivariada. Vanhatalo y Kulahci (2015)
observaron que la presencia de autocorrelaciéon en da-
tos normales multivariados disminuye la potencialidad
de deteccién de cambios en la grafica T? cuando el pro-
ceso esta fuera de control. A fin de resarcir estos dafios
se han introducido en la literatura cartas de control al-
ternativas y algunas modificaciones de la carta T°. El
método mas conocido que se utiliza para atacar el pro-
blema de la autocorrelacion consiste en ajustar primero
un modelo de vectores autorregresivos de orden uno
(VAR(1)) y después monitorear el proceso con una gra-
fica T usando los residuales del modelo ajustado. Van-
hatalo y Kulahci (2015) mostraron que, en general, el
enfoque basado en residuales mejora el rendimiento de
la carta T* que cuando se usan los datos originales. Sin
embargo, este procedimiento es poco practico y supone
que el modelo VAR(1) es el adecuado para describir los
datos. Respecto a la no normalidad, Chou et al. (2001)
propusieron determinar el limite de control de la grafi-
ca T* mediante la técnica de bootstrap. Esta modifica-

cién mostré ser muy eficiente comparada contra la
auténtica carta T’ para datos simétricos y asimétricos.

Un enfoque no paramétrico o de distribucion libre
de cartas de control multivariadas fue el desarrollado
por Liu (1995), que se basa en el concepto de profundi-
dad de datos. De acuerdo con Liu (1990), la profundi-
dad de un dato se define como una medida de cuan
profundo o central es un punto dado respecto a una
distribuciéon multivariada. La carta de control mas no-
table dentro de este enfoque se conoce como grafica de
clasificacion por rangos o carta 7, la cual ha sido imple-
mentada bajo la profundidad de Mahalanobis. El su-
puesto basico que se requiere para usar esta carta de
control es que las observaciones son independientes.
Zertuche y Cantti (2008) compararon las cartas 7y T en
datos distribuidos normal y no normal, y encontraron
que cuando los datos no tienen distribucion normal, el
método no paramétrico es mas eficiente que la grafica
T, pero cuando su distribucién es aproximadamente
normal, entonces su eficiencia es similar. Sin embargo,
se desconoce el desempefio de la carta » cuando las me-
diciones estan autocorrelacionadas.

El objetivo del presente articulo es evaluar, mediante
simulacion, el rendimiento de la grafica de clasificacién
por rangos basada en la profundidad de Mahalanobis
para datos que no cumplen con los supuestos de norma-
lidad multivariada en presencia de autocorrelaciéon y
compararlo con el desemperio de la carta T* bajo las mis-
mas condiciones. En la siguiente seccién se proporcio-
nan los procedimientos para construir las cartas de
control T y r, la metodologia que se utiliza para simular
datos autocorrelacionados y se describe el estudio de si-
mulacién para evaluar las graficas de control. En la terce-
ra seccion se presentan y discuten los resultados vy,
finalmente, se dan las conclusiones de este trabajo.

DESARROLLO

Para evaluar y comparar la eficiencia de las graficas r y
T en presencia de autocorrelacion, se realizé un estudio
de simulacion Monte Carlo en el que se consideraron
los siguientes factores de estudio: estado del proceso
(en control y fuera de control) grado de autocorrelacion
(con y sin independencia), distribucion de los datos
(datos normales y no normales) y relacion entre las ca-
racteristicas de calidad (con y sin correlacion en las ca-
racteristicas de interés).

ESTUDIO DE SIMULACION

La comparacion entre gréficas de control se realizo uti-
lizando la longitud promedio de corrida (ARL). Cuan-
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do el proceso esta en control, el ARL indica el nimero
promedio de muestras que deberian tomarse para que
aparezca una falsa alarma. Cuando no esta en control el
proceso, entonces el ARL es el nimero promedio de
muestras que ocurriria hasta detectar la falta de control.

Sin pérdida de generalidad, las cartas de control se
estudiaron simulando un proceso con dos caracteristi-
cas de calidad continuas a monitorear, la media de cada
una de esas variables fue cero, la matriz de varianzas y
covarianzas dependid de la situacion simulada. Para
cada una de las situaciones estudiadas, la fase I se cons-
truyd con una muestra de tamafio 1, = 1500. Este punto
es congruente con lo reportado por Vanhatalo y Kulah-
ci (2015) respecto al numero de observaciones que se
requieren en la fase I para aproximarse al valor del ARL
de 370. Posteriormente, en cada situacion se simularon
observaciones hasta detectar una senal fuera de control,
registrando el nimero de realizaciones necesarias para
lograrlo. Esto se repitio 1000 veces y el promedio es la
estimacion del ARL.

Los limites de las cartas de control se construyeron
con los valores mas usados en la practica que corres-
ponden a los limites que dejan una proporcion de falsas
alarmas de 0.0027 cuando se cumplen los supuestos de
normalidad e independencia, lo que significa un ARL
de 370 aproximadamente.

METODOS DE CONTROL ANALIZADOS

CARTA DE CONTROL T? DE HOTELLING

Esta carta de control se utiliza ampliamente para moni-
torear el vector de medias de un proceso. Sea X un vec-
tor aleatorio de orden p definido en R” de la forma
X=X}, Xy e s XP)T, donde cada X, parai=1, 2, .., p, es
una variable aleatoria unidimensional definida en R.
Suponga que X tiene distribuciéon normal p-variada con
vector de medias p y matriz de varianzas y covarianzas
¥ no singular, simétrica y positiva definida. Entonces, la
estadistica T° de Hotelling esta dada por:

T=X-p 2 (X-p) @

Cuando py X se conocen, la distribucién de la estadisti-
ca en la expresion (1) es una ji-cuadrada con p grados
de libertad (Mason y Young, 2002). Sin embargo, en las
aplicaciones estos pardmetros se desconocen y se esti-
man por )_(y S, respectivamente, donde en una muestra
aleatoria p-variada de tamano n X, X,, ..., X,, se tiene

X,y S=—L 2 (X, - X)X, - X @

Entonces, la estadistica T queda de la forma:
T =(X-X)'S'(X-X) (3)

y en este caso su distribucion es (Mason y Young, 2002):

p(n+1)(n-1) <F @)
n(n _ P) (p,n=p)
donde F, denota la distribucion de F de Fisher-Sne-

(P n=p)
decor con parametros p y n—p grados de libertad. El mo-

nitoreo de un proceso con la grafica T” se realiza en dos
fases. En una primera fase con el proceso en control
(distribucion de referencia) se define una base de datos
histdrica (BDH) de tamario #, cuya distribucién se usa
para monitorear observaciones futuras (fase II). Con la
informacion de la BDH se estiman p y X y se obtiene el
limite de control superior (LCS) dado por:

Ics {w}a> (5)
n(n—p)

enel cual F, ., es el a-ésimo cuantil superior de la
distribucion F de Fisher-Snedecor con parametros p y
n —p grados de libertad. a es la proporcién de falsas
alarmas. Para cada observacion en la fase II (fase de mo-
nitoreo), se calcula la estadistica T* como se sefiala en la
expresion (3), en tanto los puntos de la estadistica T* no
excedan el LCS, el proceso se declara bajo control. Si
algtin punto estd por arriba del LCS, el proceso se de-
clara fuera de control y es deseable localizar las causas
responsables de la sefial de fuera de control.

CARTA DE CONTROL BASADA EN MEDIDAS DE PROFUNDIDAD

Una medida de profundidad es una funcién que asigna
un rango no negativo en el intervalo [0, 1] que provee
un orden del centro hacia afuera (centro-exterior) de un
punto dado x € R’ respecto a una nube de datos. Valo-
res grandes de profundidad indican que x esta mas cer-
ca del centro de la nube de puntos y valores pequefios
que se encuentra ubicada en las regiones externas. Bajo
este hecho, Liu y Singh (1993) propusieron una estadis-
tica definida por funciones de profundidad para com-
parar la periferia de una poblacion multivariada en
relacion con otra, la cual trasladaron al esquema de car-
tas de control para verificar si el proceso que se esta
supervisando cumple con las caracteristicas de la distri-
bucién de referencia. Existen varias funciones de pro-
fundidad, quizas la mas popular de estas es la
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profundidad de Mahalanobis de un punto x € R” que se
define como (Liu y Singh, 1993):

1
{1+ (=) 2 (0 = )}

MD,(x)= (6)

donde u;; y X son el vector de medias y la matriz de
varianzas y covarianzas, respectivamente, de la distri-
bucion de referencia H. Cuando estos parametros son
desconocidos, la version muestral de la profundidad de
Mahalanobis expresada en (7) es:

1
{1+(x-X)"S;} (x - X)}

MD,, (x)= @)

donde X y S son los estimadores muestrales expresa-
dos en (2) para una muestra aleatoria de la distribuciéon
de referencia de tamafio m denotada por H,,.
Aplicaciones de la carta de control que Liu (1995)
propone, se registran en los trabajos de Hamurkaroglu
et al. (2004); Messaoud et al. (2005); Zertuche y Cantta
(2008). Para construir una carta de control basada en la
profundidad de Mahalanobis se realiza el siguiente
procedimiento (Zertuche y Cantt, 2008). Sea Y, Y,, ...,
', una muestra aleatoria p-variada de tamano m de la
distribucion de referencia H (fase I). Sea X, X,, ..., (fase
II) la muestra aleatoria de las p variables a monitorear
cuya distribucion es G. Si el proceso esta en control se
tendra que las distribuciones H y G son iguales, pero si
el proceso no esta en control, la distribucion de los pun-
tos monitoreados en G sera distinta de la distribucién
de referencia H. Entonces, la carta de control r se puede
construir con los pasos siguientes:

1. (Fase I). Obtenga los estimadores Y y S de la mues-
tra de referencia y calcule posteriormente las pro-
fundidades de Mahalanobis de cada Y,j =1, ..., m
aplicando la expresién en (7).

2. Ordene ascendentemente las profundidades de
cada Y, j=1,.., my dendtelas como Yy, Yy, v, Y,

3. Use nuevamente la expresion en (7) para hallar las
profundidades de Mahalanobis de cada nueva ob-
servacion de X, i =1, 2, ..., a monitorear respecto a
la distribucion de referencia, es decir, empleando
los estimadores Y y S de la muestra de referencia.

4. Calcule la estadistica de clasificacion por rangos
para cada nueva observacion de X, i=1,2, ..., como
sigue:

#Y,IMD,, (Y,)<MD,, (X,),j=1,..,m}

r(X,)= m+1

8)

5. Grafique cada uno de los valores obtenidos en (8)
contra el tiempo y trace conjuntamente una linea
central igual a 0.5 y un limite de control inferior
(LCI) igual a la proporcion de falsas alarmas o.

Si el valor de la estadistica en (8) esta por debajo del
LCI, entonces se declara al proceso fuera de control. Liu
y Singh (1993) demostraron que la distribucién de la
estadistica en (8) es uniforme en el intervalo [0,1]. Este
hecho se usa para establecer el limite de control a la
proporcién de falsas alarmas o y la linea central de la
graficaigual a 0.5.

FACTOR GRADO DE AUTOCORRELACION

En este trabajo se evalta la grafica paramétrica y no pa-
ramétrica en casos donde no hay normalidad y las ob-
servaciones no son independientes. Para generar
situaciones donde los datos no son independientes se
simularon observaciones con autocorrelacion conocida,
suponiendo que el mecanismo generador de los datos
seguia un modelo de vectores autorregresivos de orden
uno (VAR(1)). A fin de limitar la complejidad del mode-
lo, se consider6 que p = 2, entonces, matricialmente, el
modelo bivariado VAR(1) estd dado por (Vanhatalo y
Kulahci, 2015):

X,=c+@X, ,+u, 9

parat=1,2, .., T, donde:

Xt:[Xlt], C:(Clj, ¢:[¢’11 (pn] y ut:[uu] (10)
X, G Py Py Uy,

En (10), X, es un vector de orden 2 de procesos autorre-
gresivos univariados en el tiempo f, ¢ es un vector de
constantes de orden 2, @ es una matriz de tamano 2 x 2
integrada por coeficientes de autocorrelacién ¢ € (-1,1)
que miden la dependencia entre el valor actual y el re-
zagado de X, y u, es un proceso de ruido blanco vecto-
rial con vector de medias 0, y matriz de varianzas y
covarianzas X, invariantes en el tiempo. 0, es un vector
de orden 2 cuyas entradas son todas iguales a cero. Por
lo anterior, las tres componentes que se necesitan para
generar observaciones multivariadas con autocorrela-
cion conocida mediante el modelo VAR(1) son el vector
de medias del proceso g, la matriz de coeficientes auto-
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rregresivos @ y la matriz de varianzas y covarianzas de
los residuos X,. Para simplificar el numero de casos po-
sibles de autocorrelacidn, en este trabajo se considera el
caso bivariado con @ de la forma:

q):[§0ﬂ (p]zj:[(pll 0 j (11)
P P2) \O0 o

donde los casos estudiados resultan de combinar los
valores de ¢,, y ¢,, para cada una de las siguientes si-
tuaciones:

a) Sin autocorrelacion.

b) Autocorrelacion baja (0.33).

¢) Autocorrelacion media (0.63).

d) Autocorrelacion alta (0.93).

e) Autocorrelacion negativa (—0.50).

FACTOR DISTRIBUCION DE LOS DATOS

Para controlar la distribucién de las observaciones biva-
riadas en presencia de autocorrelacion se induce la dis-
tribucidon deseada en u,. En este trabajo es de interés
generar mediciones con distribucion simétrica, simétri-
ca con colas pesadas y asimétrica, por lo que se conside-
ran las distribuciones: normal bivariada, t de Student
bivariada y gamma bivariada. Estas dos tltimas se uti-
lizan tal y como las definen Stoumbos y Sullivan (2002),
para mayores detalles véase en Kotz et al. (2004). Las
distribuciones que se consideran para u, son:

1. Normal bivariada.
2. tde Student bivariada con grados de libertad v=3 y 20.
3. Gamma bivariada con pardmetro de formav =1y 16.

FACTOR RELACION ENTRE VARIABLES

Para controlar la relacién entre las variables, se usaron
las entradas que estan fuera de la diagonal principal de
X,. Se consideran dos casos:

1. Norelacionadas X, =1,.

, (1 09
2. Relacionadas Z”_{o,g 1].

ESTADO DEL PROCESO

Para simular al proceso en control, se estableci el vec-
tor de medias del modelo VAR(1) en u =0,. Para simular
al proceso fuera de control, se ejecutaron tres diferentes
escenarios de cambio en el vector de medias, cuyas in-

tensidades se midieron mediante el parametro de no
centralidad A expresado como sigue (Lowry et al., 1992):

2= - ) 5 (- ) (12)

en el cual, g, y X, son el vector de medias y la matriz de
varianzas y covarianzas del proceso en control y g, es el
vector de medias del parametro desplazado. Los valo-
res de A que se consideran para analizar la eficiencia de
las cartas de control a cambios en el vector de medias
son pequenos (0.50), medios (2) y grandes (3). Los cam-
bios se afiaden a las variables con la misma magnitud.

Todo el procedimiento de simulacion se ejecutd en
el paquete estadistico R (R Core Team, 2019). Los codi-
gos en R se encuentran disponibles bajo pedido a los
autores de este trabajo.

DISCUSION Y ANALISIS DE RESULTADOS

CASO DISTRIBUCION NORMAL BIVARIADA

El comportamiento en control de las dos graficas de
monitoreo para cuando los datos tienen distribucién
normal con diferentes escenarios de autocorrelacién y
relacién entre variables se muestra en la Tabla 1. Note
que cuando las observaciones son independientes el
ARL, esta muy cerca de 370 para las dos cartas de con-
trol. De la Tabla 1 puede notarse que el efecto de la au-
tocorrelacion, cuando el proceso estd en control,
produce valores mas grandes de ARL, en ambas cartas
de control a medida que el grado de autocorrelacion,
positivo o negativo, es mas alto. El aumento del ARL,
no es perjudicial en una carta de control, al contrario, es
benéfico y deseable siempre que no lesione su capaci-
dad de detectar cambios.

Este aumento en el ARL, de la gréfica T° para datos
autocorrelacionados se corroboré con el trabajo de Van-
hatalo y Kulahci (2015). De la Tabla 1 se puede apreciar
también que cuando las variables estan altamente rela-
cionadas, el ARL, en presencia de autocorrelacion es
mayor que cuando las caracteristicas de interés no es-
tan relacionadas. El efecto de la relacion entre las varia-
bles en el caso fuera de control fue semejante, por lo que
el analisis del ARL, se muestra solo considerando el
caso en el que las variables estan altamente relaciona-
das. Los valores de ARL, para las tres magnitudes dife-
rentes de cambio se exhibe en la Tabla 2.

Cuando el proceso esta fuera de control es deseable
que el ARL sea pequefio, lo que indica que la carta de-
tecta rapidamente que el proceso esta fuera de control.
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Tabla 1. Valores de ARL, para observaciones normales bivariadas con diferentes grados de autocorrelacién

o 5 _(1 oj 5 _[ 1 0.9)
“lo 1 “ 09 1
D, ®,, T r T r
0.00 371.76 373.86 370.45 371.91
0.33 392.64 389.38 42127 410.50
0.00 0.63 410.17 401.72 499.16 432.77
0.93 456.18 437.80 565.21 500.69
—0.50 377.55 373.35 432.30 42621
0.00 390.98 385.86 418.41 406.32
0.33 397.06 387.62 437.42 427.65
0.33 0.63 415.64 406.32 503.93 483.40
0.93 495.97 483.81 574.77 522.12
-0.50 387.61 382.20 441.65 437.77
0.00 406.47 402.04 496.27 438.85
0.33 413.79 404.04 507.18 488.97
0.63 0.63 439.08 425.16 569.88 547.31
0.93 542.80 531.39 650.02 635.15
-0.50 410.72 392.72 469.98 445.36
0.00 457.34 440.20 568.38 509.30
0.33 497.84 486.47 578.78 527.13
0.93 0.63 539.54 532.01 655.45 645.10
0.93 656.01 646.66 703.57 698.40
-0.50 494.12 477.61 561.07 543.20
0.00 380.24 375.39 435.82 429.03
0.33 385.02 383.76 44331 436.55
-0.50 0.63 415.60 393.71 473.54 447.49
0.93 495.58 475.69 563.92 554.76
-0.50 430.00 399.20 42225 402.45

En la Tabla 2 se observa que, para observaciones no au-
tocorrelacionadas, la carta T° detecta més rapido que la
carta no paramétrica las sefiales de fuera de control
ante cambios pequefios y medios en el vector de medias.
Para cambios grandes, la capacidad de deteccion de
cambios en las dos graficas es muy similar. Esta in-
formacion es congruente con los resultados del estudio
de Zertuche y Cantt (2008), quienes encontraron que el
desempefio de la carta T* es mas eficiente que el de la
grafica de clasificacion por rangos, a menos que el cam-
bio en la media sea grande, ya que en ese caso el desem-
peno de las dos cartas de control es similar. Se observd
que el efecto de la autocorrelacion en los datos provoca
que incremente el ARL1 de ambas cartas conforme crece
la autocorrelacién, esto genera una sustancial disminu-
cion en la rapidez con la que las cartas identifican sefia-

les de fuera de control. Esto también es congruente con
el resultado de Vanhatalo y Kulahci (2015), quienes re-
portan que la autocorrelacion empobrece la capacidad
para detectar cambios en la carta T°. No obstante, es im-
portante hacer notar que cuando en una de las dos va-
riables los datos presentan autocorrelacién negativa y
en la otra la autocorrelacién es nula, baja y regular, el
ARL1 es mas pequeno, por lo que estos casos en particu-
lar no alteran el desempefio de ambas cartas de control.
Ademas, en cambios grandes, se aprecia que la autoco-
rrelacién, a menos que sea muy alta, no dafa severa-
mente la capacidad de detectar puntos fuera de control
en ambas cartas de control.
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Tabla 2. Valores de ARL, con observaciones normales bivariadas, diferentes grados de autocorrelacién y magnitudes de cambio

considerando Cov(u,, u,) = 0.9

(0] A=0.50 A=2 A=3
on O T r T r T r
0.00 215.04 219.69 10.01 1147 3.18 3.35
0.33 228.48 230.56 10.16 11.51 3.23 3.65
0.00 0.63 240.02 245.26 10.68 11.85 3.39 3.98
0.93 254.12 257.03 11.30 12.69 3.59 4.37
-0.50 173.00 175.88 7.70 8.78 2.44 3.02
0.00 227.21 228.05 9.75 10.94 3.10 3.67
0.33 236.65 238.58 10.53 11.91 3.34 4.10
0.33 0.63 252.58 254.54 11.24 12.71 3.57 4.38
0.93 263.05 266.71 11.70 13.32 3.72 4.59
-0.50 181.91 184.66 8.09 8.92 2.57 3.07
0.00 236.63 238.48 10.53 11.91 3.34 4.01
0.33 254.11 259.53 11.30 12.76 3.59 4.39
0.63 0.63 257.73 264.29 11.46 13.20 3.64 4.55
0.93 265.68 268.54 11.82 13.41 3.75 4.62
—0.50 190.98 193.49 8.49 9.51 2.70 3.28
0.00 253.18 255.49 11.26 12.76 3.58 4.39
0.33 262.63 267.16 11.68 13.34 3.71 4.59
0.93 0.63 267.99 270.05 11.92 13.64 3.79 4.70
0.93 334.34 337.14 19.87 16.09 10.72 7.54
—-0.50 235.80 227.51 10.49 11.36 3.33 391
0.00 175.69 176.13 7.81 8.80 2.48 3.03
0.33 183.36 185.13 8.16 9.24 2.59 3.18
—-0.50 0.63 193.76 196.25 8.93 10.05 2.84 3.46
0.93 245.12 250.57 10.90 12.51 3.46 4.31
-0.50 352.20 356.00 15.67 17.43 4.98 6.00

CASO DISTRIBUCION t DE STUDENT BIVARIADA

En la Tabla 3 se presentan las cantidades de ARL, de las
dos cartas de control para datos bivariados distribuidos
t con diferentes valores de grados de libertad, niveles
de autocorrelacion y relacion entre variables. Note que,
bajo independencia, el ARL, de la carta paramétrica
para observaciones t (v = 3) disminuye inaceptablemen-
te respecto al nominal bajo el supuesto de normalidad,
a diferencia de la carta 7, que exhibe un ARL, considera-
blemente cercano del nominal para v =3y v =20 Asi
que, para cuando el proceso esta en control, colas pesa-
das en datos independientes provoca una tasa desme-
surada de falsas alarmas en la grafica T, acorde con los
resultados de Chou ef al. (2001). La autocorrelacion en
este caso no produce ningtn efecto significativo para la

carta T, mientras que en la gréfica basada en la profun-
didad de Mahalanobis, la autocorrelacién produce un
desempefio bastante significativo, ya que su ARL, au-
menta tanto como el grado de autocorrelacion. Nueva-
mente, la relacion alta entre variables no parece causar
mayores incidencias en el comportamiento del ARL,.
Por otra parte, cuando el proceso esta fuera de control,
véase la Tabla 4, hay evidencia de que la carta r es supe-
rior que la T® para datos independientes en las tres
magnitudes de cambio. Al inducir autocorrelaciéon en
las mediciones, se observa que la grafica no paramétri-
ca contintia siendo mejor que la T>. Note que en cam-
bios medios y grandes con combinaciones de auto-
correlacion baja y regular, incluyendo el caso de auto-
correlacidon negativa, el desempefio de la carta r no se
aleja demasiado de su desempefio nominal para datos
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Tabla 3. Valores de ARL, para observaciones t bivariadas con diferentes grados de libertad y grados de autocorrelacién

v=3 v=20
> 2“:(1 o) 5 _{ 1 o.9] 5 _[1 0] 5 _( 1 0.9]
0 1 “ 09 1 “ o1 “ 109 1
o 0n T r T r T r T r
0.00 79.81 366.23 85.63 368.15 102.81 368.43 105.13 367.79
0.33 84.29 381.43 97.38 406.34 108.58 383.73 119.55 405.95
0.00 0.63 88.05 393.52 115.38 428.39 113.43 395.88 141.66 427.97
0.93 97.93 428.86 130.65 495.62 126.16 431.44 160.40 495.13
-0.50 81.05 365.73 99.93 421.90 104.41 367.92 122.68 421.48
0.00 83.94 377.99 96.72 402.21 108.13 380.26 118.74 401.81
0.33 85.24 379.71 101.11 423.32 109.81 381.99 124.13 42291
0.33 0.63 89.23 398.03 116.48 478.50 114.95 400.42 143.01 478.04
0.93 106.48 473.93 132.86 516.84 137.16 476.78 163.11 516.33
-0.50 83.21 374.40 102.09 433.34 107.19 376.65 125.33 432.92
0.00 87.26 393.84 114.71 434.41 112.41 396.20 140.84 433.98
0.33 88.83 395.79 117.23 484.02 114.43 398.17 143.93 483.55
0.63 0.63 94.26 416.48 131.73 541.77 121.43 418.98 161.73 541.24
0.93 116.53 520.55 150.25 628.72 150.11 523.67 184.47 628.11
-0.50 88.17 384.71 108.64 440.86 113.58 387.02 133.38 440.42
0.00 98.18 431.21 131.38 504.14 126.48 433.80 161.30 503.65
0.33 106.88 476.54 133.78 521.80 137.68 479.40 164.25 521.29
0.93 0.63 115.83 521.15 151.51 638.57 149.21 524.29 186.01 637.95
0.93 140.83 633.46 162.63 691.33 181.42 637.27 199.67 690.66
-0.50 106.08 467.86 129.69 537.70 136.65 470.67 159.23 537.17
0.00 81.63 367.73 100.74 424.69 105.15 369.93 123.68 424.27
0.33 82.66 375.93 102.47 432.14 106.48 378.19 125.81 431.71
-0.50 0.63 89.22 385.68 109.46 44296 114.93 387.99 134.39 44253
0.93 106.39 465.98 130.35 549.14 137.05 468.77 160.04 548.61
-0.50 92.31 391.06 97.60 398.38 118.92 393.40 119.83 397.99

no autocorrelacionados. Los valores de ARL, de la Tabla
4 se muestran solo para v =3, ya que con v = 20, el com-
portamiento del ARL, es semejante al de v =3.
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Tabla 4. Valores de ARL, con observaciones t bivariadas, diferentes grados de autocorrelacién y magnitudes de cambio

considerando Cov (u,, u,) y0.9yv =3

@ A =0.50 A=2 A=3
o o T r T r T r
0.00 70.34 54.45 20.16 10.18 4.49 2.17
0.33 79.99 60.10 22.93 11.24 5.11 2.40
0.00 0.63 94.78 63.36 27.16 11.85 6.05 2.53
0.93 107.32 73.30 30.76 13.70 6.85 2.92
—-0.50 82.08 62.40 23.53 11.67 5.24 2.49
0.00 79.45 59.49 22.77 11.12 5.07 2.37
0.33 83.06 62.61 23.80 11.71 5.30 2.50
0.33 0.63 95.68 70.77 27.42 13.23 6.11 2.82
0.93 109.14 76.44 31.28 14.29 6.97 3.05
-0.50 83.86 64.09 24.03 11.98 5.35 2.55
0.00 94.23 64.25 27.01 12.01 6.01 2.56
0.33 96.30 71.59 27.60 13.38 6.15 2.85
0.63 0.63 108.21 80.13 31.01 14.98 6.91 3.19
0.93 123.42 92.99 35.37 17.39 7.88 3.71
-0.50 89.24 65.20 25.58 12.19 5.70 2.60
0.00 107.92 74.56 30.93 13.94 6.89 2.97
0.33 109.90 77.17 31.50 14.43 7.01 3.08
0.93 0.63 124.45 94.45 35.67 17.66 7.94 3.76
0.93 133.59 102.25 38.29 19.12 8.53 4.07
-0.50 106.53 79.53 30.53 14.87 6.80 3.17
0.00 82.75 62.81 23.72 11.74 5.28 2.50
0.33 84.18 63.91 24.13 11.95 5.37 2.55
-0.50 0.63 89.91 65.51 25.77 12.25 5.74 2.61
0.93 107.08 81.22 30.69 15.18 6.83 3.24
-0.50 80.18 58.92 22.98 11.02 5.12 2.35

CASO DISTRIBUCION GAMMA BIVARIADA

La Tabla 5 exhibe el ARL, de las dos cartas de control
para datos bivariados con distribucion gamma, diferen-
tes valores del parametro de forma, grados de autoco-
rrelacion y relacion entre variables, donde se observa,
suponiendo independencia, que la carta paramétrica no
compite para datos que se distribuyen poco o muy asi-
métricamente, ya que su ARL, para observaciones gam-
ma (v = 1) y gamma (v = 16) baja excesivamente. Este
resultado se puede constatar con los estudios de Stoum-
bos y Sullivan (2002) quienes observan que la grafica T
exhibe una cantidad excesiva de falsas alarmas para
distribuciones muy asimétricas. El ARL, de la carta r
decae respecto al nominal, pero no radicalmente. Asi
como en el caso de la distribucion ¢, se nota que la auto-

correlacion produce en la gréafica T> un ARL, significati-
vamente pobre, pero altamente significativo en la
grafica no paramétrica. En cuanto al ARL,, véase la Ta-
bla 6, se aprecia nuevamente que la carta r tiene un me-
jor desempefio que la T* para datos independientes en
las tres magnitudes de cambio. Por otro lado, la autoco-
rrelacion altera en mayor medida la capacidad de de-
teccién de cambios en la grafica T* que en la gréfica r.
Observe que el ARL, de la carta r no se aparta conside-
rablemente de su desempefio nominal cuando los datos
presentan autocorrelaciéon baja y regular, excepto en
cambios pequefios. Los valores de ARL, de la Tabla 6 se
muestran solo para v =1, ya que con v =16 el comporta-
miento del ARL, es similar que al de v=1.
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Tabla 5. Valores de ARL, para observaciones gama bivariadas con diferentes pardmetros de forma y grados de autocorrelacion

v=1 v=16
o
10 1 09 10 1 09
% :[0 J Z, :[0.9 1 j = :[0 J 2, :[0.9 1 j
o o T r T r T r T r
000 5507  359.01 55.98 361.65 198.07  364.01 20098 365.65
033 5816  373.91 63.66 399.17 20919 37912 22855  403.58
000 063  60.76 38576  75.43 420.83 21853 39113 270.81 425.48
093 6758  420.41 85.41 486.87 243.05 42626  306.64 49225
050 5593 35852 6533 414.45 20116 363.51 23453 419.03
000 5792 37054  63.23 395.11 208.31 37570 227.00  399.48
033 58.82 37222 66.10 415.85 21155 377.41 237.31 420.45
033 063 6157 39018  76.15 470.06 22145  395.61 27339 475.26
0.93 7347 46459  86.86 507.71 26425  471.06  311.83 51333
050 5742 367.02  66.74 425.69 206.51 37213 239.61 430.40
000 6021 38607  74.99 426.74 21656 391.45  269.24  431.46
033 6130 38799  76.64 475.48 22046 39340 27516  480.73
063 063 6504 40827  86.12 532.20 233.94 41396  309.18  538.09
093 8041 51028 9823 617.62 289.20  517.39 35265 62445
050  60.84 37712 71.02 433.07 218.83 38237 25498  437.86
000 6775  422.71 85.89 495.24 243.67 42860 30836  500.72
033 73.75 46714 87.46 512.59 265.24 47365 31400  518.26
093 063 79.92  510.88  99.05 627.30 287.46 51800 35560  634.24
093 9718 62097  106.32 679.13 349.52  629.62  381.71 686.64
050 7320  458.64  84.79 528.20 263.26  465.03 30440  534.05
000 5633 36048  65.86 417.19 202.59 36550 23644  421.80
033 57.03 36852  66.99 424.51 20513 373.65  240.51 429.20
050 063 6156 37807  71.56 435.14 22143 38334 25691 439.95
0.93 7341 45679  85.22 539.45 264.04 46315 30594 54541
050 6370 38335  63.81 391.34 22910 388.69  229.08  395.67
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Tabla 6. Valores de ARL, con observaciones gamma bivariadas, diferentes grados de autocorrelacién y magnitudes de cambio

considerando Cov(u,, u,) = 09yv =1

A = 0.50 2 3
e o, T T T
0.00 57.18 50.97 27.19 6.77 4.25 2.77
0.33 65.02 56.26 30.92 7.47 4.83 3.06
0.00 0.63 77.05 59.31 36.64 7.88 5.73 3.22
0.93 87.24 68.62 41.48 9.11 6.48 3.73
-0.50 66.73 58.41 31.73 7.76 4.96 3.17
0.00 64.58 55.69 30.71 7.40 4.80 3.03
0.33 67.52 58.61 32.11 7.78 5.02 3.19
0.33 0.63 77.78 66.25 36.99 8.80 5.78 3.60
0.93 88.72 71.56 42.19 9.50 6.59 3.89
-0.50 68.17 60.00 32.42 7.97 5.07 3.26
0.00 76.60 60.14 36.42 7.99 5.69 3.27
0.33 78.28 67.01 37.23 8.90 5.82 3.64
0.63 0.63 87.96 75.01 41.83 9.96 6.54 4.08
0.93 100.33 87.05 47.71 11.56 7.46 4.73
-0.50 72.54 61.04 34.50 8.11 5.39 3.32
0.00 87.73 69.80 41.72 9.27 6.52 3.79
0.33 89.34 72.24 42.48 9.60 6.64 3.93
0.93 0.63 101.17 88.41 48.11 11.74 7.52 4.80
0.93 108.60 95.71 51.64 12.71 8.07 5.20
-0.50 86.60 74.44 41.18 9.89 6.44 4.05
0.00 67.27 58.80 31.99 7.81 5.00 3.20
0.33 68.43 59.83 32.54 7.95 5.09 3.25
-0.50 0.63 73.09 61.33 34.76 8.15 5.43 3.33
0.93 87.04 76.03 41.39 10.10 6.47 4.13
-0.50 65.18 55.16 30.99 7.33 4.84 3.00

CONCLUSIONES

De acuerdo con los resultados obtenidos en este trabajo,
se puede concluir que la carta de control T° de Hotelling
es unicamente recomendable en el monitoreo de proce-
sos donde se sostenga que las mediciones de las carac-
teristicas de calidad tienen distribuciéon normal multi-
variada y sean independientes. Cuando los datos son
normales, pero estan autocorrelacionados, la gréafica T
pierde severamente su capacidad deseable de deteccién
de cambios en la media del proceso. Si las observacio-
nes, ademas de presentar autocorrelacion, se distribu-
yen asimétricamente o con colas muy pesadas, la carta
T? incrementa la proporcion de falsas alarmas en proce-
sos que estan en control estadistico, situacion que resul-

ta desfavorable. En contraste, la carta de control basada
en la profundidad de Mahalanobis, no requiere norma-
lidad en los datos a monitorear. Mostr ser eficiente en
procesos distribuidos gamma y t-student bivariadas
con observaciones independientes y robustas en la ma-
yoria de los casos estudiados con autocorrelacion baja y
media. Una ventaja mas que mostro la carta bajo el con-
cepto de medidas de profundidad es que la autocorre-
lacién baja, media y alta no afecta en ningtin momento
la proporcién de falsas alarmas y tampoco agrava con-
siderablemente su rapidez para detectar cambios gran-
des, sin embargo, en cambios pequefios, dicha rapidez
disminuye. ;COmo mejorar esta situacion? es una
importante pregunta de investigacion a seguir.
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