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Resumen

En este articulo se presenta la simulacién numérica para llevar a cabo el control de temperatura para un modelo de segundo orden
de parametros concentrados obtenido de la ley de enfriamiento de Newton. El modelo considera un sistema térmico en términos del
gradiente térmico con pardmetros concentrados, cuyas sustancias se caracterizan por una resistencia al flujo de calor y tienen una
capacitancia térmica, que cominmente tienen perdida de calor. Por lo tanto, se busca obtener un modelo basado en una funcién
de transferencia que permita implementar un controlador capaz de optimizar la funcién de costo y aproveche el rendimiento con la
menor perdida de energfa. Para ello, se emplea un controlador Proporcional Derivativo (PD) bajo la sintonizacién de un Regulador
Cuadratico Lineal (LQR) que permite minimizar el criterio de desempeno. Finalmente, se presentan los resultados y las conclusiones
correspondientes que permiten validar el desempefo del modelo propuesto y el controlador implementado.

Descriptores: Regulador cuadratico lineal, control de temperatura, ley de enfriamiento de Newton, ingenierfa de control, realimen-
tacion.

Abstract

This article presents the numerical simulation of the temperature control for a second order model of concentrated parameters ob-
tained from Newton’s law of cooling. The model considers a thermal system of concentrated parameters, whose substances are
characterized by a resistance to heat flow and have a thermal capacitance, which usually have heat loss. Therefore, it is found a
model based on a transfer function that allows implementing a controller capable of optimizing the cost function and taking advan-
tage of the performance with the least loss of energy. For this, a proportional derivative (PD) controller is used under the tuning of a
linear quadratic regulator (LQR) that allows minimizing the performance criteria. Finally, the results and conclusions are presented,
which allow validating the performance of the proposed model and the implemented controller.

Keywords: Temperature control, Newton'’s law of cooling, control engineering, optimal control, feedback.


https://doi.org/10.22201/fi.25940732e.2023.24.3.020

https://orcid.org/0000-0003-3963-5399
https://orcid.org/0009-0002-7355-8702

https://doi.org/10.22201/fi.25940732e.2023.24.3.020

SIMULACION NUMERICA DEL CONTROL DE TEMPERATURA PARA UN MODELO DE PARAMETROS CONCENTRADOS OBTENIDO DE LA LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

INTRODUCCION

Los sistemas térmicos generalmente involucran la
transferencia de calor mediante la propagacion de calor
en diversos medios y se produce cuando existe el mis-
mo material o cuando dos sistemas con diferentes tem-
peraturas se ponen en contacto. Generalmente, estos
sistemas se analizan en términos de resistencia y de ca-
pacitancia térmica considerando que no se presenten
como elementos de parametros concentrados. Por lo
general, estan distribuidos en todas las sustancias, por
lo que, una hipétesis es simplificar el analisis conside-
rando que un sistema térmico se representa mediante
un modelo de parametros concentrados, los cuales se
caracterizan por una resistencia al flujo de calor y tie-
nen una capacitancia térmica insignificante o aquellas
sustancias que se caracterizan por una capacitancia tér-
mica que tienen una resistencia insignificante al flujo de
calor, respectivamente.

El calor fluye de una sustancia a otra mediante la con-
ducciodn, la conveccion y la radiacion, considerando estos
lo principales medios de propagacion de calor emplea-
dos para el control de sistemas termodinamicos. En lo
que atafie al control de temperatura existen diversos es-
tudios basados en sistemas térmicos que consideran el
modelado de sistemas de calefaccion mediante un mez-
clador, usando la resistencia y la capacitancia térmica,
estos permiten el control de temperatura del liquido de
entrada considerando la masa, la velocidad de flujo del
liquido y la entrada de flujo de calor (Ogata, 2010).

Entre los trabajos actuales mas relevantes respecto
al control de temperatura se tienen: Salcedo et al. (2018),
donde los autores realizan el control predictivo genera-
lizado de temperatura de clinkerizacién en un horno
rotativo de cemento para construcciones, no obstante,
esto esta limitado a un area especifica. En Benitez et al.
(2016), se presenta el control de temperatura bajo ga-
nancias difusas de hornos para el recalentamiento de
losas para la industria, éste se aplica en procesos indus-
triales como fundiciéon de metales. En Benitez et al.
(2015) se presenta el control bajo un predictor de Smith,
donde se controla la temperatura durante la formula-
cion de medicamentos inyectables en reactores quimi-
cos. Santos et al. (2018), presentan el control de tem-
peratura de unos paneles solares. En Villar et al. (2008)
se muestra el control de temperatura para reducir el
consumo de energia basado en un controlador difuso
que fomenta la sustentabilidad. Finalmente, en Torres
et al. (2017) se presenta el modelado matematico y el
control de temperatura para una planta térmica me-
diante un PID.

En lo que respecta a la ley de enfriamiento de
Newton, que estudia la diferencia de temperaturas en-

tre un cuerpo y su medio ambiente, no es demasiado
grande, ya que el calor transferido en la unidad de
tiempo hacia el cuerpo o desde el cuerpo por conduc-
cioén, conveccion y radiacion es aproximadamente pro-
porcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo
y el medio externo. En la literatura existen diversos tra-
bajos aplicando la ley de enfriamiento de Newton y tie-
nen como objetivo aproximar fenémenos termodina-
micos de la vida cotidiana y de procesos, sin embargo,
pocos estudian a detalle el modelo de la ley de enfria-
miento de Newton para obtener un modelo derivado
directamente de él para que sea aplicado en la teoria del
control; entre los mas relevantes se encuentran: Mondol
et al. (2018) donde se presenta el modelado y se compa-
ran las soluciones de la ecuacién diferencial mediante
el calculo convencional y el calculo fraccionario, consi-
derando que el modelo propuesto con la derivada frac-
cionaria es mas exacta que con la derivada continua.
Yan & Guo (2012), presentan la eficiencia y las limitan-
tes en el uso de motores térmicos a maxima potencia
usando la ley de enfriamiento de Newton considerando
como variable la temperatura del motor. En los siguien-
tes ejemplos se usa la ley de enfriamiento de Newton
para resolver problemas reales, entre los que se encuen-
tran Boyles ef al. (2019) quienes realizan un analisis ma-
cro fisioldgico para predecir los rangos actuales y
futuros para mejorar la comprension de la macro ecolo-
gia endotérmica siguiendo el equilibrio térmico me-
diante la ley de enfriamiento de Newton. En Wang ef al.
(2019), se considera un método de estudio e investiga-
ciones experimentales del error de un termopar con
perfil controlado de campo de temperatura, donde los
valores de errores obtenidos son comparados con las
estimaciones tedricas realizadas utilizando la ley de en-
friamiento de Newton. En Dilip & Pankaj (2007), se es-
tudia el enfriamiento interno del pescado, en época de
almacenamiento de hielo, basado en la ley de enfria-
miento de Newton. Finalmente, en Rezende & Baciga-
lupe (2015) se estudia la termorregulacion y la
adaptacion a la temperatura en las libélulas, donde se
analiza si son capaces de mantener su temperatura cor-
poral constante ante la temperatura del medio ambien-
te y se relaciona dicho efecto con la ley de enfriamiento
de Newton.

Como se ha presentado, existen diversos trabajos de
investigacion donde se modela y se lleva a cabo el con-
trol de temperatura de diversos sistemas, sin embargo,
en ninguno de ellos se presenta el modelado para obte-
ner como resultado un modelo que permita aplicar di-
rectamente una estrategia de control. En lo que atafie a
la ley de enfriamiento de Newton, los diversos trabajos
han modelado y presentado trabajos que se basan en
dicho estudio, sin embargo, en ninguno de los trabajos
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citados se ha presentado algiin modelo derivado para el
control de temperatura como un sistema térmico basa-
do en la ley de enfriamiento de Newton.

La contribuciéon de este articulo es la obtencion de
un modelo bajo la ley de enfriamiento de Newton. El
modelo se da en términos del gradiente térmico del sis-
tema y representa una funcién de transferencia, consi-
derando la temperatura del sistema como salida y la
temperatura exterior como entrada, donde se inserta la
estrategia de control.

El modelo propuesto esta en términos del gradiente
térmico considerado como la propiedad o caracteristica
principal del sistema (Mondol et al., 2018), es decir, pue-
den caracterizarse diversos modelos conociendo dicho
parametro. El modelo permite proponer y disefiar dife-
rentes controladores para regular la temperatura, sin
embargo, debido a que el sistema presentado es un sis-
tema abierto existe la perdida de calor, por ende, se
busca implementar un controlador que permitan obte-
ner los objetivos de rendimiento deseados, como la mi-
nimizacién de la funcién de costo, emplear la menor
energia de control y sintonizarlo de manera eficiente.
Por lo tanto, se opta por un controlador 6ptimo capaz
de satisfacer dichos requerimientos, cuyo problema cla-
ve consista en aplicar el controlador LQR, seleccionan-
do a las matrices ponderadas Q y R correctas del indice
de rendimiento, satisfaciendo la ecuacién de Riccati.
Ademas, se utiliza Matlab-Simulink, que implementa el
diagrama de control y lleva a cabo la simulacién del
modelo propuesto. Los resultados de la simulacién
confirman que el controlador LQR puede reducir el
error de estado estable, mejorar la respuesta y reducir
los objetivos de rendimiento con poca energia.

Este trabajo se estructura como sigue, primero, en la
Seccion 2 se presenta el modelado de la ley de enfria-
miento de Newton. En la Seccién 3 se presenta el mode-
lo propuesto y la aplicacion de control a la ley de
enfriamiento de Newton. En la seccidn 4 se presenta la
discusion de los resultados de simulacién para ilustrar
los resultados del controlador LQR mediante dos liqui-
dos diferentes. Finalmente, en la seccién 5 se exponen
las conclusiones.

MODELADO DE 1A LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

La ley de enfriamiento de Newton considera que la ve-
locidad a la que la temperatura de un cuerpo disminu-
ye con el tiempo es proporcional a la diferencia de
temperatura entre el cuerpo y sus alrededores. Mate-
maticamente, esto se representa como:

dT(t)
dt

=a(T()-T,) M

Donde:

T(t) = temperatura del cuerpo en un determinado

tiempo ¢
T, =temperatura del medio ambiente
a = gradiente térmico dentro del cuerpo de enfria-

miento que se considera negativo, éste hace refe-
rencia a la direccion del flujo de calor, y en este
caso, del cuerpo hacia su medio definido como:

a=" )

h es el coeficiente de transferencia de calor, A es el drea
de contacto y C la capacidad térmica, esto es:

h_A_dT(t)/dt (3)
C AT

Donde AT = (T(t) — T,). Ademas, q = CT se obtiene a par-
tir de la cantidad de calor; derivando con respecto al
tiempo ¢, se obtiene:

49 _ o4 (4)
dt dt

Sustituyendo (3) en (4), se tiene:

4 _ par ®)
di

De (5) puede obtenerse:

4T _ AT (6)
dt
Donde la constante de enfriamiento es determinada in-
tegrando la ecuacion (1) de 0 a ¢, tomando la condiciéon

inicial T(0) = T,. Asi,

!

_1], T0-T,
t

L-1,

@)

La ecuacion diferencial es llamada la ley de enfriamien-
to de Newton, que puede ser resuelta usando el calculo
convencional.

Resolviendo la ecuacion (1) mediante la transforma-
da de Laplace (Mondol et al., 2018):

L{%}:L{a(myn)} ®8)
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El desarrollo de (8) implica:

af,

sT(s)-T0)=aT(s)— 9)

Reordenando los términos y considerando la condicién
inicial se obtiene:

T(S):M+—a (10)
Ss—a S

Usando ahora la transformada inversa de Laplace, se
obtiene la solucion:

T())=Ta+(T,-T)e" (11)

Una vez presentado el modelado de la ley de enfria-
miento de Newton, a continuacion, se presenta un mo-
delo propuesto basado en una funcién de transferencia
con base en (9), considerando las condiciones iniciales
igual a cero.

MODELO PROPUESTO Y ESTRATEGIA DE CONTROL

En la teoria del control, las funciones de transferencia se
usan comunmente para describir las relaciones de en-
trada-salida de los componentes o sistemas que se pue-
den describir mediante ecuaciones diferenciales linea-
les invariantes en el tiempo. La funcion de transferencia
segun (Ogata, 2010) se define como la relaciéon de la
transformada de Laplace de la salida y de la entrada,
bajo el supuesto de que todas las condiciones iniciales
son cero.

De esta manera, el modelo propuesto se basa en ob-
tener una funcion de transferencia que represente a la
ley de enfriamiento de Newton, considerando nulas las
condiciones iniciales de (9). En este caso, la funcion de
transferencia se define entre la temperatura del sistema
en cualquier momento T(t), T, (t) la temperatura del me-
dio ambiente, « el gradiente térmico dentro del cuerpo
de enfriamiento y se muestra:

ST(s) = T (s) + XL

(12)

N

Considerando que para el controlador la temperatura
del medio ambiente T, no sera fija, es decir, se desea que
el sistema sea capaz de llevar la temperatura de salida
T(t) a una temperatura de referencia T () o regulable. Se
realiza el siguiente cambio de variable T, por u(t), es de-
cir, se define como una funcién variable en el tiempo.
En el dominio de Laplace es dada como U(s), asi la
ecuacion (12) se define como:

U(s)

= @ —sT(s) (13)
a

Reordenando los términos es posible obtener la si-
guiente funcién de transferencia:

T(s) o a

(s) T -as s(s-a) (14)

Donde U(s) se define como la sefial de control, T(s) es la
temperatura de salida del sistema, y considerando que
el gradiente térmico a se encuentra en el cuerpo de en-
friamiento:

B=—a (15)

Ahora, sustituyendo (15) en la ecuacién (14) se define la
funcién de transferencia mostrada en la Figura 1.

La funcién de transferencia para la ley de enfria-

miento de Newton con condiciones iniciales en cero re-
presenta un modelo derivado de la ley de enfriamiento
de Newton que muestra la relacion entrada-salida entre
la temperatura del cuerpo y la temperatura del medio
ambiente, considerando como tinico parametro el gra-
diente térmico que caracteriza al sistema segun las ca-
racteristicas y las propiedades.
Partiendo de la funcién de transferencia representada
en la Figura 1. En este articulo se plantea el control de
temperatura de un cuerpo, el cual disminuye con el
tiempo y es proporcional a la diferencia de temperatura
entre el cuerpo y sus alrededores del ambiente dado
por T,(t) . Por lo tanto, el modelo parte de la funcién de
transferencia dada por la Figura 1. De esta manera, el
sistema depende del parametro del gradiente térmico
del liquido.

B
s(s+ﬂ)

() —

— T(?)

Figura 1. Funcién de transferencia para la ley de enfriamiento
de Newton con condiciones iniciales en cero

Las suposiciones anteriores permiten realizar un cam-
bio de variable. En otras palabras, la temperatura del
medio ambiente T (t) sera controlada mediante un siste-
ma de calefacciéon que permita llevar la temperatura de
salida T(t) a una temperatura de referencia T (t). De esta
manera, es posible realizar un cambio de variable T (#)
por u(T), quedando asi la siguiente funcién de transfe-
rencia:

I's)__ =B
u(s) s(s+p)

(16)
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Donde u(s) presenta la senal de control y T(s) es la tem-
peratura de salida del sistema en el dominio de Lapla-
ce. Obteniendo la representacion de (16) en dominio del
tiempo:

T()+ BT (1) = —Pu(?) (17)

Donde se define el error como e(t) = T, () — T(t), dado
como la diferencia entre la sefial de referencia y sefal
de salida. Como T(t) es constante, entonces é(¢) = —T'(¢)
y é(t)=-T(t). Asi, la ecuacion (17) en términos del
error, la primera derivada y la segunda derivada del
error, se muestra como:

é(t)+ pe(t) = pu(t) (18)

Es decir, representado la ecuacion diferencial (18) en un
modelo en variables de estados, donde los estados se
definen como x,(t) =e(t) y x,(f)=é(t) se obtiene:

s e

Con base en el modelo propuesto (19), derivado de la
ley de enfriamiento de Newton con condiciones inicia-
les cero, es posible proponer un controlador para que
siga una temperatura de referencia.

El sistema modelado es relativo a la Figura 2, donde
se presenta un esquema general del prototipo que serd
implementado a futuro. Aqui el objetivo es controlar la
temperatura del cuerpo mediante la temperatura del
medio ambiente, es primordial considerar un sensor de
temperatura que permita monitorear la temperatura de
salida y en consecuente, permita controlar y ejercer una
sefial de control mediante el termopar. Es importante
resaltar que se desea mantener constante la temperatu-
ra de salida, de manera que se puede implementar un
controlador automatico que ajuste el sistema de calefac-
cion, reduciendo el error de estado estable y mejorando
la respuesta, ademas que permita reducir los objetivos
de rendimiento con la menor energia de control. Por
tanto, se opta por un controlador LQR para realizar el
control de la temperatura de salida con base en el mo-
delo propuesto, reduciendo un indice de desempefio.
Esto permitira que haya la menor pérdida de energia en
el sistema para el control de temperatura.

El controlador LQR es una técnica de control em-
pleada para dispositivos activos utilizada para muchos
ejemplos, incluido un motor de CC, es decir, ha sido
probado en modelos de segundo orden (Qiang, 2014).
En el método LQR basado en un control 6ptimo busca
ajustar las matrices de ponderaciéon para minimizar el
indice de desempenio J. Considerando el sistema lineal

__ Sefial de
control

Wyt _f |1 ¢ N Temperaturadel
(s+8) s cuerpo T

- § - Medicién de la
temperatura con el
sensor

Termopar

T(f)es la
temperatura
del cuerpo

e s e Y sensores

T, es la temperatura
del medio ambiente

Figura 2. Diagrama esquematico para el esquema de control
LQR para la ley de enfriamiento de Newton

caracterizado por (19), donde X es el vector de estado y
u(T) es la accion de control. El indice de desempefio se
define por (20) y (21):

J(X,u,Q,R) = j(XTQX +u" Ru)dt (20)

Q=Q">0,R=R">0 (1)

Donde R es una matriz hermitica definida positiva o si-
métrica real, que es la matriz de ponderacion de las va-
riables de entrada u en la funcién de indice de ren-
dimiento J. Q es la matriz simétrica real o hermitica de-
finida positiva, que es la matriz de ponderacién de las
variables de estado X en ] (Kemper et al., 2013). Las ma-
trices Q y R se denominan matrices de sintonizacién de
control y estado; y determinan la importancia del error
y del costo de esta energia, respectivamente.

El indice de control es un requisito entre la calidad del
control y los costes de control (Teppa et al., 2015; Fonseca
et al., 2015). La calidad de control determina la primera
parte de la expresion integrada. Se realiza ponderando la
matriz Q y da forma a las variables de salida del estado. La
segunda parte de la expresion integrada minimiza el con-
sumo de energia de entrada y se realiza mediante la ma-
triz R que forma las variables de entrada u. La matriz P se
determind a partir de la solucion de (20):

PA+A™P-PBR'B'P+Q=0 (22)

La ecuacion (22) a menudo se denomina ecuacion de
Riccati. Se puede programar y resolver facilmente me-
diante métodos numeéricos. El vector de retroalimenta-
cién 6ptimo K se muestra como la ecuaciéon (23). La
accion de control optima para el control LQR es u(t) se
obtiene como ecuacién (24) para un controlador Pro-
porcional Derivativo:

K=R"'B'P (23)

u(t) =KX (1 (24)
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El esquema de control LQR se representa en la Figura 3.

a B -
O oy [T

Figura 3. Diagrama de control LQR para la ley de enfriamiento
de Newton con condiciones iniciales cero

Donde T, es la temperatura de referencia, T es la tempe-
ratura de salida, k, y k,, se definen como las ganancias del
controlador éptimo mostradas por el vector K = [k, k,].

Este control 6ptimo se denomina regulador cuadra-
tico lineal (LQR). El disefio de LQR significa disefiar el
factor de ganancia de retroalimentacion de estado K.
Disefiar el controlador éptimo requiere que la funcién
de indice de rendimiento cuadratico | debe establecer-
se. Obviamente, la tasa de retroalimentacion de estado
Optima se decide mediante las matrices de ponderaciéon
Qy R. Por lo tanto, la seleccion de matrices de pondera-
ciéon Q y J juegan un papel importante en el correspon-
diente proceso de disefio optimo del controlador. La
eleccion de las matrices de ponderacion no es facil, y el
método de prueba y error suele utilizarse para llegar a
estas matrices y lograr una ganancia 6ptima. Para el
problema de control de LQR, las matrices de peso Q y R
en el indice de rendimiento tienen una gran influencia
en los efectos de control.

DISCUSION Y ANALISIS DE RESULTADOS

Para el analisis numérico y la validacion de la estrategia
de control propuesta, se consideran los gradientes tér-
micos de algunos liquidos, presentados en Mondol et al.
(2018), como son: el agua para un volumen de 300 ml (8
=0.109) y mercurio (§ = 0.32). Estos pardmetros del gra-
diente térmico son los correspondientes experimentos
de temperatura medidos en grados Celsius (° C), estos
son seleccionados debido a que ya se tienen estudios
precedentes de ellos.

Las simulaciones y los resultados numéricos de este
articulo se presentan en Matlab-Simulink. Se muestran
simulaciones para tres liquidos con el desarrollo de
controladores que validan la efectividad del controla-
dor LQR propuesto. Las temperaturas de las simulacio-
nes y los resultados numéricos se dan en °C. El periodo
de muestreo de la simulacion es de 0.010 s durante un
tiempo de 500 s y se considera el método de solucion de
Runge-Kutta.

SIMULACION Y RESULTADOS DEL CONTROLADOR LQR PARA
AGUA CON VOLUMEN DE 80 ML

Se presenta la primera simulacién para el control de
temperatura del modelo propuesto para agua con un
volumen de 80 ml con un valor de = 0.109. En esta si-
mulacion se utiliza el comando de Matlab “Igr” para un
sistema de tiempo continuo, la ley de retroalimentacion
de estado u = — KX minimiza la funcién de costo cua-
dratico.

Esta simulacion para los resultados numéricos y
para el controlador presentado, emplea las siguientes
matrices:

a=0 ! 25
{0 —0.109} )
s| ©

_[0.109} (26)
_[ooor 0] -
-{ 0 OJ,R_O.OO (27)

El resultado para las matrices (25) y (26) para el contro-
lador LQR y el uso de Matlab es:

K=[1 9.9247] (28)

e 0.0109 0.0092 29)
0.0092 0.0911

[ 70099 20

1 -1.0909 (30)

Donde K es el vector de ganancias optimas, P es la ma-
triz solucién de la ecuacion (22) y, E representa los po-
los en lazo cerrado del sistema para la matriz A — BK, lo
que implica que el sistema es estable. En la Figura 4 se
muestra la respuesta del sistema, donde se presenta la
sefal de temperatura de referencia y la sefial de salida
de temperatura, respectivamente. Puede observarse que
el controlador es capaz de controlar la temperatura de-
bido a un bajo indice de desempefio.

Es importante tener en cuenta que se requieren va-
lores altos de los parametros de ganancia para obtener
un buen rendimiento, donde se puede minimizar la se-
fial de error y reducir los objetivos de rendimiento con
la menor energia de control. En la Figura 5 se muestra
el error de temperatura. Mientras que, la sefial de con-
trol correspondiente para la simulacién se puede ver en
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la Figura 6. De manera similar se lleva a cabo la simula-
ciéon numérica para el agua con un volumen de 80 mL
considerando tres diferentes temperaturas como se
muestra en la Figura 7.

Temperatura (°C)

—— Temperatura de referencia,
5 —— Temperatura de salida 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (segundos)

Figura 4. Sefal de temperatura de salida y sefal de temperatura
de referencia usando el control LQR para el agua con un volumen
de 80 mL

Sedial de error de temperatura (°C)
3 & 8 &% 8 & &8 & 8
7

L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (segundos)

Figura 5. Senal de error generada usando el control LQQR para el
agua con un volumen de 80 mL

10

ol

Sefial de control u(t)
g 8 3

IS
s

-50 !
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (sequndos)

Figura 6. Sefal de control generada usando el control LQR para
el agua con un volumen de 80 mL

—— Temperatura de referencia
—— Temperatura do salida

Temperatura de salida (°C)

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (segundos)

Figura 7. Sefal con diferentes temperaturas de referencia y de
salida usando el control LQR para el agua con un volumen de
80 mL

Finalmente, el modelo propuesto es evaluado bajo el
seguimiento de trayectoria para la temperatura. En la
Figura 8 se muestra la temperatura de salida para una
sefal senoidal recortada, por lo que el modelo propues-
to puede emplearse para la regulacion o el seguimiento
de trayectoria para temperatura.

= = Temperatura de referencial |
— Temperatura de salida

Temperatura de salida (°C)

[ 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Time (seconds)

Figura 8. Sefal de referencia y de salida para el seeguimiento
de trayectoria de temperatura usando el control LQR para el
aguacon un volumen de 80 mL

SIMULACION Y RESULTADOS DEL CONTROLADOR LQQR
PARA MERCURIO

En la segunda simulacion se presenta el control de tem-
peratura del modelo propuesto para agua con un volu-
men de 80 mL con un valor de f = 0.32. En esta
simulacion se utiliza el comando de Matlab “Igr” para
un sistema de tiempo continuo, la ley de retroalimenta-
cién de estado u = — KX minimiza la funcién de costo
cuadratico.

Las matrices empleadas son las siguientes:

0 1
A= (31)
0 -0.32
B= 0 32
1032 (32)
{0'001 0 } R=0.001 (33)
0 0.1

De manera similar al primer ejemplo, para este segun-
do se obtuvieron para el control LQR y las ecuaciones
(31) y (32) los siguientes resultados:

K=[1 9.3562] (34)

(35)

_[0.0104 0.0031
“10.0031 0.0292
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& _[0:0996 2
T -3.2144 (36)

Donde K es el vector de ganancias optimas, P es la ma-
triz solucion de la ecuacién (22) y, E representa los po-
los en lazo cerrado del sistema para la matriz A — BK, lo
que implica que el sistema es estable. En la Figura 9 se
muestra la respuesta del sistema, donde se presenta la
sefial de temperatura de referencia y la sefial de salida
de temperatura para el mercurio, respectivamente.
Puede observarse que el controlador es capaz de con-
trolar la temperatura mediante un bajo indice de
desempeno, mientras que en la Figura 10 se muestra la
sefal del error de temperatura. Es importante sefialar
que el sistema propuesto al controlador tiene una bue-
na respuesta que minimiza la senal de error.

La Figura 11 marca la sefial de control correspon-
diente para las simulaciones numéricas con mercurio.

Una vez que se han realizado las simulaciones y se
han mostrado los resultados numéricos del controlador
para dos liquidos diferentes, se muestra claramente que
la eficiencia del controlador LQR para el modelo de
control de temperatura con condiciones iniciales cero
proporciona un buen rendimiento de las temperaturas
de salida frente a una temperatura de referencia.

Temperatura de salida (°C)

10 — Temperatura de referencia| |
——Temperatura de salida

° L I L I !

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Tiempo (segundos)

Figura 9. Senal de temperatura de salida y senal de temperatura
de referencia usando el control LQR para el mercurio

i~
g 8 3

Sefial de error de temperatura (°C)
2
3

. . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (segundos)

Figura 10. Sefal de error generada usando el control LQR para
el mercurio

0
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& Iy &
3 3 8

Seiial de control u(t)

&
8

-90
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Figura 11. Senal de control generada usando el control LQR
para el mercurio

CONCLUSIONES

Este articulo obtuvo un modelo representado mediante
una funcién de transferencia derivado de la ley de en-
friamiento de Newton. El modelo se da en términos del
gradiente térmico del sistema y representa una funcién
de transferencia considerando la temperatura del siste-
ma como salida y la temperatura exterior como entra-
da, donde es insertada la estrategia de control.

Las simulaciones numéricas y los resultados presen-
tados validan la efectividad del controlador LQR para
temperatura. Las principales contribuciones de este do-
cumento son la propuesta de un modelo para la ley de
enfriamiento de Newton con condiciones iniciales cero.
El modelo propuesto por la ley de enfriamiento de
Newton permitié implementar un controlador de tem-
peratura basado en un control LQR con las condiciones
de estabilidad necesarias, lo que no ha sido desarrolla-
do en otras investigaciones que consideran el control de
temperatura.

El trabajo futuro considera la propuesta de un mo-
delo para la ley de enfriamiento de Newton con condi-
ciones iniciales distintas de cero. Asimismo, la imple-
mentacion de un prototipo fisico que permite realizar el
control de la temperatura mediante un sistema en tiem-
po real. Finalmente, el modelo presentado permite el
desarrollo de otra clase de controladores.
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