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Resum en
La enseñanza de la recursión difícilmente se logra exhibiendo versiones recursivas de funciones como 
factorial y potencias como pretenden algunos libros de texto. Es necesario introducirse en más detalles 
procurando que los ejemplos no sean tan complejos, ya que complican más la enseñanza que el propio 
tema de la recursión. Las operaciones aritméticas elementales (suma, resta, multiplicación y división) 
proporcionan ejemplos de procesos recursivos ampliamente conocidos por los estudiantes, por lo tanto, 
son buenos candidatos para ilustrar recursiones no triviales. Este artículo trata en detalle la división de 
números enteros positivos partiendo de una cuenta de restas reiteradas (que para hacerla eficiente en caso 
de divisores grandes hay que restarle reiteradamente al dividendo, no solamente el divisor, sino diversos 
múltiplos del divisor estratégicamente escogidos). Se inicia por exhibir el método del Campesino Ruso 
(que coincide con un antiguo método egipcio) para multiplicar dos números. La inversión de dicho 
proceso, produce un método de división que aparentemente no ha sido discutido en la literatura. Se 
analiza la conexión tanto del método del Campesino Ruso como de su inverso, con el sistema binario de 
numeración. Al generalizar este método a otras bases, queda en evidencia que se trata del método que se 
enseña en la escuela primaria. Se hacen generalizaciones adicionales y se analizan como procedimientos 
recursivos, los cuales se programan en el lenguaje Logo. La conexión que se logra entre los temas descritos 
iluminará a los profesores de matemáticas tanto para el proceso de recursión, como para la verdadera 
esencia de la operación de división.

Descriptores: recursión, división, Logo, aritmética, Campesino Ruso

Abstract
The teaching o f recursión can hardly be accomplished by showing recursive versions o f the factorial and 
power functions as attempted by some textbooks. It is necessary to go into further detail with examples 
selected so that recursión and not the example itselfbecomes the difficult parí o f the process. Elementary 
arithmetic operations such as addition, subtraction, multiplication and división are processes which are 
well known to students and provide non-trivial examples o f recursive processes, and are therefore good 
examples to use in teaching the topic. In the article the process o f división o f whole positive numbers is 
analyzed in detail startingfrom the fací that división is the counting o f repeated subir actions which may 
be inefficient i f  the divisor is large and could be made more efficient i f  we subtract carefully chosen 
múltiples o f the divisor. The article starts by disclosing the Russian Peasant Method o f multiplication 
(which coincides with an ancient Egyptian method). The inversión o f this process becomes a methodfor 
división that has apparently not been discussed befare in the literature. The connection o f both the 
Russian Peasant Method and its inverse with the binary system o f numbers is analyzed. When this method 
is generalized to other number bases it becomes evident that it is a particular case o f the method 
ordinarily taught in elementary school. Further generalizations are introduced and analyzed as 
recursive processes that are programmed in Logo language. The connections made between the topics
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referred to willprovide illumination to mathematics teachers not only in theprocess o f recursion but also 
in the división process itself.

Keywords: recursion, división, Logo, arithmetic, Russian Peasant Method
Introducción

El profesor interesado en el uso de las com putadoras como 
apoyo en el proceso enseñanza-aprendizaje, siempre busca 
m étodos adicionales para ilu stra r conceptos im portan tes 
en áreas como m atem áticas y ciencias de la com putación. 
La recursion  es uno de los tópicos en  ciencias de la com 
putación en el cual los estudian tes tienen  mayores p ro b le 
mas, por lo que se h an  buscado  form as ad ic ionales para 
enseñarla. A lgunos libros in troducto rios de com putación 
m uestran la recursion, exhibiendo y analizando la versióñ 
recursiva de la función  fac to ria l o la función  de elevar a 
una potencia (Levine, 1993). Esto no es suficiente para un 
tem a tan  rico con tan tas facetas. Se ha concluido que las 
cuatro operaciones elem entales de la aritm ética se prestan 
a un tra tam ien to  recursivo muy revelador. Los m atem áti
cos que se in te re s a n  en  los fu n d a m e n to s  del an á lis is  
aseguran que todas las funciones com putab les se pueden  
calcu lar utilizando la recursion  (Landau, 1951 y H erm es, 
1965).

A l estu d iar el enfoque recursivo  de la m ultip licac ión  
surge uno de los esquem as a lte rn a tiv o s  para m u ltip lica r 
dos n ú m ero s, llam ad o  el m é to d o  del C am pesino  Ruso 
(Bowers, 1961; O re, 1976 y M enninger, 1992) que tam bién 
fue utilizado en la antigüedad por los egipcios (Lara, 1983; 
Ore, 1976 y M enninger, 1992) y que está ín tim am ente re la
cionado con la rep resen tac ión  b inaria  de los núm eros. El 
m étodo se puede generalizar a o tras bases num éricas y su 
generalización a la base decim al nos lleva a los esquem as 
de m ultip licac ión  que se en señ an  en  la escuela prim aria  
(Murray, 1995). Al estudiar el enfoque recursivo de la divi
sión, se puede dividir utilizando el inverso del m étodo del 
Cam pesino Ruso de m ultip licación  y la generalización de 
este  m éto d o  al s is tem a  dec im a l ta m b ié n  nos llev a  al 
esquem a que se enseña ordinariam ente  en  la escuela para 
d iv id ir . El m é to d o  del C am p esin o  R uso fu n c io n a  para  
m ultiplicar en  varios libros de aritm ética y de m atem áticas 
recreativas; sin embargo, no se ha encontrado  su inverso en 
ninguno de ellos. Por lo anterior, se considera que sería de 
interés m ostrar este sencillo m étodo y cómo se presta a un 
enfoque recursivo, así como su generalización que lleva al 
m étodo o rd inario  de d iv isión  en  n o tac ió n  decim al. Para 
ilu stra r la recursion  se u tilizará  el lenguaje LogoW riter 
pa ra  la  PC p o rq u e  se t r a ta  de un  len g u a je  e d u c a tiv o  
p o p u la r  e n tre  los d o c e n te s  in te re sa d o s  en  el có m p u to  
e d u c a tiv o  y p o rq u e , s ien d o  un  d e r iv ad o  de LISP, un 
len gu a je  cuyo m ecanism o de c o n tro l de e lecc ió n  es la 
recursion, se presta muy bien para ilustrarla.

Enfoque recursivo de la división
La operación de división es la inversa de la m ultiplicación. 
Si el primer factor es F1 y el segundo F2, el resultado del pro
ducto es el resultado de sumar F2 un núm ero de veces igual a 
F l, o lo que es lo mismo, sumar F1 un núm ero de veces igual 
a F2. Dividir, por otro lado, significa encontrar cuántas 
veces cabe el divisor en el dividendo y cuántas veces pode
mos re s ta rle  el d iv iso r al d iv id en d o  m an te n ie n d o  el 
resu ltado  no negativo (positivo o cero). Basados en esta 
idea, se puede escribir un procedim ien to  recursivo en Lo
go para  im p lan ta r  la d iv isión  por restas  sucesivas com o 
sigue:

PARA DIVISION :N :D 
SI :N< :D [REO]
RE 1 +  DIVISION :N -  :D :D 
FIN

donde N es el nu m erad o r o d iv idendo  y D el denom i
nador o divisor.

Este procedim iento recursivo es práctico cuando el resul
tad o  de la  d iv isión , o sea, el co c ie n te , es re la tiv am en te  
m enor, ya que el p ro c e d im ie n to  req u ie re  un  núm ero  
pequeño de restas. Cuando el cociente es grande, el número 
de restas lo es tam bién y el p roced im ien to  se to rn a  inefi
ciente tan to  en  tiempo, como en uso de memoria. Por esta 
razón conviene buscar mejores m aneras de hacer la división.

El m étodo del C am pesino R uso para m ultiplicar
En lugar de in troducir una no tación compleja con índices 
para explicar el método del Campesino Ruso para multiplicar, 
mejor se utilizará un ejemplo ilustrativo. Supóngase que se 
quiere m ultiplicar 42 por 79. Se colocan los factores como ca
bezas de dos columnas. Para obtener los siguientes números 
en la primera columna, se saca la m itad al número del renglón 
anterior, ignorando los restos cuando los haya, hasta que se 
llegue a la unidad como se m uestra en la figura 1.

42-.......— 79
21 158
10 316
5 632
2 ........... 1264
1 2528

Figura 1
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Para ob tener los núm eros sucesivos de la segunda colum na 
(encabezada por el segundo factor), duplíquese el núm ero 
del renglón anterior. El procedim iento term ina al llegar al 
renglón que corresponde al 1 de la prim era colum na, como 
se m uestra en la figura 1. A hora táchense los renglones que 
tienen  un núm ero par en  la prim era colum na. Las filas que 
se deben tach ar en  la figura 1 son las que corresponden  a 
los pares de núm eros: [42,79]; [10,316]; y [2,1264]. El re 
su lta d o  de la m u ltip lic a c ió n  se o b tie n e  sum an do  los 
núm eros no tachados en la colum na de la derecha en la fi
gura 1. Este resultado es:

158 + 632 + 2528 =  3318

El re su lta d o  se p u ed e  v e r if ic a r  u tiliz a n d o  m étodos 
convencionales de m ultiplicación.

C onexión  entre el m étodo de m ultip licación  del 
C am pesino R uso y el sistem a binario de 

num eración
Para convertir un número en el sistema decimal al sistema 

de numeración binaria se puede utilizar el siguiente proceso:
Se tom a el n ú m ero  y se d iv ide e n tre  dos; después se 

toma nota del cociente y del resto. El cociente de la opera
ción an te rio r se divide en tre  2 y se ano ta  el cocien te  y el 
resto. Se procede de la misma m anera hasta que uno de los 
cocientes sea cero. Posteriorm ente, se tom an los restos y se 
yuxtaponen en orden inverso al que aparecieron, formando 
un núm ero cuyos dígitos son ceros y unos. Este núm ero es 
la rep resen tac ió n  b in a ria  del núm ero  decim al del que se 
partió (Conte y Boor, 1980).

Si este proceso se le aplica al núm ero 42 se ob tiene la 
sigu ien te  secuen cia  de co c ien tes  y restos: (se incluye el 
núm ero original en la lista de cocientes)

Cocientes: 42 21 10 5 2 1 
Restos: 0 1 0 1 0  1

Al y u x tap o n e r los resto s  en  o rd en  o p u esto  al que se 
ob tuvo se tiene  el núm ero  b in ario  101010 el cual re p re 
senta lo siguiente:

1 x 25 + 0 x 24 + 1 x 23 + 0 x 22 +  1 x 2 ' + 0 x 2 °
= 3 2 + 0 + 8  + 0 + 2 +  0 
= 42

A h o ra  se e sc rib e  la m u ltip lic a c ió n  42 x 79 de la 
siguiente m anera:

42 x 79 = ( lx 2 5 + lx 2 3 + 1x21 ) x 79 =  (32 + 8 + 2) x 79 
= 2528 + 632 + 158 =  3318

Notam os que en  el m étodo del Campesino Ruso para m ul
tip lica r, los núm eros de la co lum na  de rech a  que fueron  
sumados para ob tener el resultado (aquellos que no fueron 
tach ado s) son p rec isam en te  2528 , 632 y 158. T am bién  
quedó dem ostrado que los cocientes sucesivos son precisa
m ente los núm eros de la prim era colum na de la figura 1. 
De esa forma es muy sencillo predecir el resto en una divi
sión entre  2: si el dividendo es impar el resto es 1, m ientras 
que si es par, es 0. La razón por la cual se tacharon  ciertas 
filas es que corresponden a los térm inos que tienen m ulti
plicador cero, ya que el resto correspondiente es nulo, pues 
eLdividendo es par. Los núm eros que no fueron tachados 
corresponden a 79, m ultiplicado por las potencias de 2 que 
tienen  resto 1 pues el núm ero dividido es impar. Por la m a
nera en  que se calcula la segunda colum na de la figura 1, lo 
que se obtiene al final es el producto de 42 (expresado co
mo una suma de potencias de 2) por 79.

El inverso del m étodo del C am pesino Ruso para 
la d ivisión

Supóngase que querem os dividir 3318 en tre 42. El método 
inverso del Campesino Ruso consiste en  lo siguiente:

Formar dos colum nas de núm eros encabezados por 1 y el 
divisor, como se m uestra en la figura 2.

1 42
2 84
4 168
8 336

1 6 ........... 672
3 2 --------------- -1344
64 2688

Figura 2
Los núm eros en  las filas debajo del encabezado se o b tie 
n en  d u p licand o  el núm ero  de la fila de encim a com o se 
m u estra  en  la figura 2. Los cálcu los se c o n tin ú a n  hasta  
que el siguien te núm ero que se escribe en la segunda co 
lu m n a  e x c e d a  al n u m e ra d o r  o d iv id e n d o  (p a ra  el 
e jem p lo  3 3 1 8 ). A c o n t in u a c ió n s e  c o n s tru y e  un  re s to  
cam bian te  que se in ic ia  restan d o  del dividendo el nú m e
ro más grande de la co lum na derecha  que no produce un 
resu ltado  negativo . Por la m anera  en que se construye la 
tab la  de la figura 2 el últim o núm ero en  la colum na d e re 
ch a  s ie m p re  cu m p le  e s ta  c o n d ic ió n . D esp u és  de la 
prim era resta , el más grande núm ero de la colum na d e re 
c h a  que  se le p u e d e  r e s ta r  al re s to  c a m b ia n te  s in
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resu ltado  negativo  es el que cum ple la con d ic ión . Se ta 
chan las filas que no cum plen la condición y se con tinúa el 
proceso hasta que el resto cam biante sea m enor que el divi
sor que encabeza la colum na derecha. Este últim o resto es 
el de toda la división. El cocien te  se ob tiene sum ando los 
núm eros no tachados en  la prim era colum na. Para el ejem 
plo, las restas sucesivas son: 3318 -  2688 =  630; 630 -  
336 = 294; 2 9 4 -  168 =  126; 126 -  84 =  42; 42 - 4 2  =  0. 
Las restas exitosas co rresp on den  a las filas no tachadas 
en  la figura 2. De d icha figura el coc ien te  es

1 + 2  + 4 +  8 + 64 =  79

con  un resto  de 0, ya que ese fue el resu ltad o  de la 
últim a resta.

El inverso del m étodo del Cam pesino R uso para 
la d ivisión  com o una recursión

Escribamos procedim ientos Logo recursivos para im plantar 
el m étodo inverso del Cam pesino Ruso de división para cal
cular N/D. Se hace través de dos procedim ientos, más un 
tercero que los llama. En el prim er procedim iento llam a
do COLUMNAS calculam os las potencias sucesivas de 2 
utilizando el parám etro P y sus productos con el divisor que 
no excedan al dividendo, utilizando el parám etro  D. Para 
no tener que calcular estas cantidades de nuevo se alm ace
n a n  en la L IST A  que es la  sa lid a  de l p ro c e d im ie n to . 
Inicialm ente LISTA está  vacía y se construye con sublistas 
de dos elem entos que corresponden a las dos colum nas de 
la tabla de la figura 2.

PARA COLUM NAS :N :D :P :LISTA 
SI :D< :N [RE :LISTA]
DA “LISTA PUL (LISTA ¡P :D) :LISTA 
RE COLUM NAS :N 2 * :D 2 * :P :LISTA 
FIN

En un segundo procedim iento INVRUSO utilizamos la 
lista de salida de COLUM NAS para calcular el cociente 
con el m étodo inverso del Cam pesino Ruso presentado en 
la sección anterior.

PARA INVRUSO :N :LISTA 
SI VACIA? ¡LISTA [REO]
SIO TRO N O  (PR UL ¡LISTA) < ¡N [RE (PR UL + 

¡LISTA) + INVRUSO ¡N -  (UL UL ¡LISTA) MUL 
¡LISTA] [RE INVRUSO ¡N MUL ¡LISTA]

FIN

El tercer procedim iento, DIVISIO NICR, sim plem ente 
llam a a los o tros dos p roced im ien tos y da com o salida el 
cociente N/D.
PARA DIVISIO NICR ¡N ¡D

RE INVRUSO ¡N (COLUM NAS ¡N ¡D 1 []) FIN 
Si se te c le a  ES D IV IS IO N IC R  3318 42 en  el c e n tro  de 
mandos, se obtiene la respuesta 79 en  el área de trabajo de 
LogoW riter.

G eneralización del m étodo inverso del Cam pe
si o R uso para la división

Si en  lugar del sistem a de num eración  b inario  se utilizan 
otros sistemas de num eración se puede generalizar el inver
so del m étodo del Cam pesino Ruso para dividir. Tomemos 
como ejemplo el sistema ternario  (base 3). El primer paso es 
construir dos colum nas encabezadas por los números 1 y el 
divisor, trip licando  los núm eros en  ambas colum nas para 
cada fila hasta  que el siguien te núm ero en la segunda co
lum na excede al dividendo, como se m uestra en la figura 3.

1 42 1
3 126 2
9 378 2

27 1134 2

Figura 3

Ahora se calcula un resto cam biante, excepto que en vez de 
una sola resta para cada número se in tenta restar cada número 
de la columna 2 cuantas veces se pueda sin que se obtenga un 
resultado negativo. Los intentos se hacen de mayor a menor 
entre  los núm eros de la colum na 2. Por la m anera como se 
construyó la tabla siempre se puede restar el último número de 
la columna 2 por lo menos una vez. Se escrie en una tercera co
lum na el núm ero de veces que se puede realizar cada resta. 
Para un sistema ternario ningún número en la tercera columna 
debe exceder 2. Las restas sucesivas son: 3318 -  1134 =2184; 
21 84 -1 134  =  1050; 1050-378  =  672; 672 -  378 =  294; 294 
- 126 = 168; 168 -  26 =  42; 42 -  42 =  0. El número de restas
de cada número diferente en la segunda columna se muestra
en la tercera columna de la figura 3. El último resultado de las
restas es el resto de toda la división. En este caso resulta 0.

El cociente se calcula m ultiplicando los números en 
la tercera colum na por los núm eros en la prim era colum na y 
sum ando. En nu estro  caso el coc ien te  es: 2x27 + 2x9 + 
2x3 + 1 x 1 =  54 + 18 + 6 + 1  = 79 como en el m étodo 
original.

El le c to r  d eb erá  n o ta r  que el m étodo  in verso  del 
Campesino Ruso está basado en la fórmula

dividendo =  cociente x divisor + resto

donde el co c ien te  qu eda  exp resado  com o la sum a de 
p roductos de unos coefic ien tes  por po ten cias  de la base
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num érica que se escogió. Para expresar adecuadam ente el 
cociente en el sistema num érico de base b, los coeficientes 
deben ser todos m enores que la base. En el caso de la base 
2, los coeficientes deben ser 0 ó 1; ésa es la razón por la cual 
basta  tach a r los núm eros que co rresp o n d en  a 0. En un 
sistema ternario , en con traste , los coeficientes pueden ser 
0 ,1  ó 2. E ncontrar los coeficientes en  la expresión del divi- 
den do  es m uy sim ilar a te n e r  un  c o n ju n to  de ob je tos y 
contarlos en  el sistem a de base b. Lo que se hace es tra ta r  
de ver cuál es el tam año del mayor conjunto  que se puede 
formar con b a alguna po tencia. Por ejemplo, si la base es 10 
y el núm ero de objetos es más grande que cien y m enor que 
m il, se fo rm arían  ta n to s  c o n ju n to s  de c ien  com o se 
pu d ie ra . Los ob je to s re s ta n te s  que no c o m p le ta ran  el 
últim o c ien to , se d iv id irían  en  tan to s  co n ju n to s de diez 
objetos como se pudiera y posiblem ente quedarían  algunos 
o b je to s  fu e ra . E stos ú ltim o s  q u e d a r ía n  ta l cu a l com o 
u n id ad es . Si en  vez de base 10 se u tiliz a  la base 3, la  
prim era cosa a determ inar sería cuál es la po tencia de 3 con 
la que se fo rm arían  los co n ju n to s  más grandes. P odrían  
formarse 1 ó 2 de estos conjuntos. Los restantes se agrupa
rían en conjuntos de 3 elevado a una po tencia igual a la de 
los mayores menos uno. T rabajando de igual forma even- 
tu a lm en te  se llega a las u n id ad es . El m éto do  g a ran tiza  
expresar el núm ero to ta l en  el sistem a num érico de baseb, 
po rque n e c e sa r ia m e n te  to do s los co e f ic ie n te s  e s ta rá n  
entre 0 y b— 1, ya que si en  algún caso apareciera un núm ero 
mayor o igual que b esto significaría que en el paso anterior 
se h u b ie ra  p o d ido  fo rm ar por lo m enos un  c o n ju n to  
adicional.

La división  decim al com o un caso particular del 
m étodo generalizado inverso del C am pesino Ruso  

para dividir
Se utilizará el sistema de num eración decimal o de base 10, 
para dividir 3328 en tre  42, u tilizando la generalización 
del m étodo inverso del Cam pesino Ruso formaríamos la ta 
bla de la figura 4.

1 42
10 420

Figura 4

Se debe averiguar c u án ta s  veces podem os re s ta r  420 de 
3328 y deduciríam os 7 con  resto  388. Luego se e n c o n 
tra rá  que se pu ede  r e s ta r  42 h a s ta  9 veces d e jan d o  un  
resto  de 10. De lo a n te rio r  se deduce que el co c ien te  es 
7x10 +  9x1 =  79. A h o ra , si se com para  lo hecho  con  el

proceso norm al de división que se enseña en  la escuela, 
determ inar el núm ero de veces que se puede restar 420 de 
3328 es lo mismo que dividir 3328 entre 420 (que es lo m is
mo que dividir 332.8 en tre  42). Esto nos da 7, la prim era 
cifra del cociente. Se encu en tra  el resto al hacer la resta de 
3328 el producto de 7 por 420. Esto nos da como resultado 
388. Luego, encontrar cuántas veces se puede restar 42 de
338 es lo mismo que encon trar el cociente de 388 entre 42.
O btenem os como respuesta 9. Se calcula el resto restando
de 388 el p rod ucto  de 9 x 42, lo que deja un resto  de 10
(Fig- 5)

79
4213328

-2940
388

-378
10

Figura 5
De la figura 5 vemos que el proceso de “bajar el 8" después 
de la determ inación  de la prim era cifra del cociente y el 
prim er resto , es una consecuencia del hecho que el núm e
ro que se resta  para de term inar el prim er resto  term ina en 
ceros y por lo tan to , no afecta los últim os dígitos a la dere
cha. Esta c ircunstanc ia  se parece a la que se presenta en la 
m ultip licación , en  la cual se co rren  a la izquierda los re 
su lta d o s  de los p ro d u c to s  d e l m u ltip lic a n d o  por las 
subsecuen tes cifras del m u ltip licad o r; el co rrim ien to  es 
equ ivalente a m ultip licar las can tidades por 10, o lo que es 
lo mismo, añadir un cero a la derecha.

D ebería ser eviden te  que el proceso ordinario  de d iv i
s ió n  es u n a  g e n e ra l iz a c ió n  del m é to d o  in v e rso  del 
C am pesino Ruso para d iv id ir, el cual se ob tiene  in v ir
tiendo el m étodo del C am pesino Ruso para m ultiplicar. 
Si creem os en la teo ría  co n stru cc io n is ta  del aprendizaje 
(Papert, 1993), el con ectar estas ideas a lo que ya sabemos 
del p roceso  de d iv isió n  e n riq u e c e  y co n so lid a  n u es tro  
c o n o c im ie n to  de to d a  la a r i tm é tic a . En la s ig u ie n te  
sección conectam os este conocim iento  con el proceso de 
recursión.

P rocedim iento recursivo en Logo para la d ivisión  
ordinaria en el sistem a decim al

A c o n tin u a c ió n  se m u es tra  un  p ro ced im ien to  en  Logo 
para hacer la d iv isión  basada en  las ideas an terio res. Lo 
prim ero que se n ecesita  en  el p roced im ien to  de división 
que corresponde a las figuras 4 y 5 es conocer la po tencia
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de 10 por la que debe m ultiplicarse el divisor en el últim o 
núm ero en la colum na derecha de la figura 4- Llamaremos 
a este núm ero EXPO NENTE. Se ca lcu lará  en  el p roced i
m ien to  D E C D IV ID E  el c u a l llam a  al p ro c e d im ie n to  
recursivo DIVISION2 y le será pasado como un parám e
tro. Para determ inar el valor de EXPONENTE se utiliza el 
hecho simple de que un cálculo aproxim ado, el cual posi
b lem ente excede en  a lo más 1 el valor co rrec to , se logra 
tom ando la diferencia de núm ero de cifras entre  el d ividen
do y el d iv isor expresados en  n o ta c ió n  decim al. N o es 
im p ortan te  si nos excedem os en  1 al ca lcu la r el valo r de 
EXPONENTE puesto que el precio que se paga es un paso 
más en  el proceso, produciéndose un cero, que al agregarlo 
al resultado final no lo afecta. U na vez que se determ ina el 
valor de EXPONENTE en D IVIS10N2 se m ultiplica el di
v isor por 10 e lev ad o  a E X P O N E N T E  y se u tiliz a  e s ta  
cantidad como divisor para dividir al dividendo. El resu lta
do de esta últim a operación debe tener un dígito, por lo 
que se puede ob tener eficientem ente utilizando el procedi
m iento DIVISION dado al principio del artículo. Al dígito, 
que en el programa se le llam a T, se le debe in terp re tar en el 
resultado final como la con tribución  al cociente del valor 
del dígito m ultiplicado por 10 elevado a EXPONENTE. El 
resto de la con tribución al cociente, proviene de calcular 
el resto, qu itando lo que corresponde a T , y así calcular lo 
que sería el cociente para dicho resto utilizando el mismo 
divisor. Esta situación es perfecta para una autollam ada al 
p roced im ien to  D IV ISIO N 2 con  los argum entos adecua
dos. Para hacer más claro el listado utilizamos las variables 
interm edias T  y R para la con tribución al cociente y el res
to, respectivam ente. Dado que cada dígito que aparece en 
el cociente reduce el exponente que se requiere en uno, la 
a u to lla m a d a  se hace  co n  el te rc e r  p a rá m e tro  ig ual a 
EXPONENTE -  1. Para d e te n e r  la recu rsió n , cuan do  el 
resto '(que se usa como div idendo  en  las siguien tes llam a
das al p ro c e d im ie n to  D IV IS IO N 2 ) t ie n e  la  m ism a 
m a g n itu d  qu e  el d iv iso r  (lo  que  su c e d e  c u a n d o  
EXPONENTE =  0), en ton ces sim plem ente se saca co 
mo salida la de D IV ISIO N .

PARA DIVISION2 :N :D :EXPONENTE 
SI :EXPONENTE = 0 [RE DIVISION :N :D]
DA “T  DIVISION :N :D * PO TEN C IA  10 :EXPONENTE 
DA “R :N — :D * :T * PO TEN C IA  10 :EXPONENTE 
RE (:T  * PO T E N C IA  10 :EXPONENTE) + DIV ISIO N 2 
:R :D :EXPONENTE -  1 
FIN

Este procedim ien to  recursivo utiliza al procedim ien to  
DIVISION que se dio al principio del artículo y es llamado 
por el siguiente procedim iento:

PARA DECDIVIDE :N :D
DA “EXPONENTE (CUENTA :N) -  (CUENTA :D)
RE DIVISION2 :N :D :EXPONENTE 
FIN

El p roced im ien to  D IV ISIO N 2 requiere  el cálculo de po
tencias de 10. LogoW riter no proporciona esta función, la 
cual es

PARA POTENCIA ¡BASE ¡EXPONENTE 
SI ¡EXPONENTE = 0 [RE 1]
RE ¡BASE * PO TEN CIA  ¡BASE ¡EXPONENTE -1  
FIN

Se rem plazará la m ultip licación de T  por una potencia 
de 10, por un procedim iento más prim itivo AGCEROS que 
agrega ceros a la  d e re c h a  de un  n ú m ero , g en e ran d o  el 
m ismo resu ltad o . La nu eva  versió n  de D IV ISIO N 2 con 
estos cambios es

PARA DIVISION2 ¡N ¡D ¡EXPONENTE 
SI ¡EXPONENTE = 0 [RE DIVISIO N ¡N ¡D]
DA “T  DIVISION ¡N AGCEROS ¡EXPONENTE ¡D
DA “R ¡N -  ¡D * AGCEROS ¡EXPONENTE ¡T
RE (AGCEROS ¡EXPONENTE ¡T) + D IV ISIO N 2 ¡R ¡D
¡EX PO N EN TE-l
FIN

donde el procedim iento AGCEROS es

PARA AGCEROS ¡DIGITOS ¡NUMERO 
DA “X ¡NUMERO
REPITE ¡DIGITOS [DA “X (PALABRA ¡X ”0 )]
RE ¡X 
FIN

Para probar los procedim ientos, sim plem ente se teclea 
ES DECDIVIDE 3328 42 y debería aparecer 79 en el área 
de trabajo de LogoW riter.

G eneralización adicional del m étodo de división
Se ha  procedido a deducir el m étodo ord inario  de d iv i
s ió n  que  se e n s e ñ a  e n  la  e sc u e la  com o una  
generalización del m étodo inverso del C am pesino R u
so. Todos los m étodos que se h an  p resen tado  expresan el 
cocien te  com o un núm ero en  un sistem a de num eración  y 
u tilizan  la p ro p ied ad  d is tr ib u tiv a  de la m u ltip licac ió n . 
De hecho, el coc ien te  no tien e  que esta r expresado en a l
gún  sis tem a  de n u m e ra c ió n  espec ífico  (es d ec ir, com o 
una sum a de coefic ien tes por po tencias de la base de n u 
m eración se lecc io n ad a). Basta que se exprese el cociente
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como una suma y se aplique la propiedad distributiva de la 
m ultiplicación.
Al reconocer que la d iv isión  es una cu en ta  de restas re 
petidas y el prim er p roced im ien to  recursivo D IV ISIO N  
sim p lem en te  c u e n ta  el n ú m ero  de veces que se p o d ría  
restar el divisor del d iv idendo  sin dar un resu ltado  neg a
tivo , se n o ta  que si el c o c ie n te  es g rand e  el nú m ero  de 
restas sería  grande y el p ro ced im ien to  in e fic ien te . Por 
ejem plo, en  la d iv isión  3328/42 se te n d ría n  que hacer 
79 restas. Si se sabe que va a haber tan tas  restas, de una 
vez podríam os restar decenas de 42 ’s has ta  que ya no se 
puedan  restar mas decenas. D espués co n tin u a ría  la resta  
de 42 ’s h a s ta  que se ob ten ga  un  re su ltad o  in fe rio r a 42. 
Ese es el m étodo decim al. Pero de igual m odo podríam os 
hab er re stad o  c in c u e n ta  4 2 ’s, luego v e in te  4 2 ’s, luego 
cinco 42 ’s y fina lm en te  dos veces dos 42 ’s. Lo que se n e 
cesita  es ten e r un núm ero  adecuado  de m últip los de 42 
de tal m anera que se logre form ar cualqu ier núm ero que 
co rresp on da al co c ie n te . Esto es sim ilar al p rob lem a de 
ten er una variedad  adecuada  de m onedas o b ille tes para 
dar cam bio en  la op erac ión  de una tiend a . U na posib ili
d ad  es te n e r  u n o s , d o ses , c in c o s , d ie c e s , v e in te s , 
c in cu en tas , c ienes, d o sc ien to s , q u in ien to s , m iles, dos- 
m iles, cincom iles, etc.

Se in ten ta rá  de nuevo la división 3328/42. En la figura 6 
se ha construido una tabla de m ultiplicadores y los mismos 
m u ltip lic ad o re s  por el d iv iso r 42, p a re c id a  a las de las

1 42
2 XX 84
5 X 210

10 420
20 X 840
50 X 2100

figuras 3 y 4 con los núm eros 1 , 2 , 5 ,  10, 20, 50 com o se 
sugirió antes.

Figura 6
No inclu im os 100 en  la p rim era  co lum na de la figura 6 
porque en  la segunda colum na se hubiera  excedido el d i
videndo 3328. A hora  com enzam os a restar de 3328 las 
d iferen tes can tid ades en  la co lum na derecha de la figura 
6 para  o b te n e r  3328 -  2100  = 1228. Se n o ta  que no se 
puede restar el núm ero que corresponde a 50 más que una 
vez, por lo que se escribe una X a la derecha de 50. A hora 
se re s ta  840 para  o b te n e r  1228 -  840 =  388. N u e v a 
m ente es claro que no se puede resta r o tro  840 por lo que 
se m arca una X a la derecha  de 20. Luego se resta  210 (ya 
que no se logró re sta r  420 sin  ob ten er un resu ltado  n e 
gativo) para ob ten er 388 — 2 1 0 = 1 7 8  y com o no se puede

repetir la operación se pone una sola X a la derecha de 5. 
A hora se resta 84 para ob ten er 178 -  84 = 94. A quí sí se 
puede rep e tir  la operac ión  de m odo que se ob tiene 94 -  
84 =  10, por lo que ponem os 2 X’s a la derecha  de 2. De 
aqu í en  a d e la n te  no se c o n tin u a  con  las re s ta s  pues el 
sobran te  es m enor que 42, por lo que se finaliza el p roce
so con  un  re sto  igual a 10. F in a lm en te , para o b ten e r el 
coc ien te  se sum an los núm eros de la co lum na izquierda 
m ultip licados cada uno por el núm ero  de X’s a su d e re 
cha. Se ob tiene 50 + 20 + 5 + 2x2 =  79.

Podríamos escoger cualesquiera núm eros en la prim era 
colum na de la figura 6 con los cuales pudiéram os formar el 
cociente como una suma. En el prim er procedim iento de 
este a rtícu lo  se formó cualqu ier cocien te  sum ando puros 
unos. C on el m étodo  inverso  del C am pesino Ruso esco
gimos potencias de dos. Luego se generalizó a potencias de 
3 y 10 y p u d ie ro n  h ab e rse  u tiliz a d o  o tra s  bases si se 
deseaba. Por últim o se escogerán núm eros sim ilares a las 
denom inaciones de m onedas y billetes. Se pudieron haber 
escogido otras can tid ad es. Los que se escogieron para la 
figura 6 tienen  la v en ta ja  de que realm ente  sólo es nece
sario hacer dos cálculos: m ultip licar por 2 y por 5 (que se 
puede lograr agregando un cero y sacando m itad) y agregar 
los ceros necesarios para ob tener los productos correspon
dientes a 20, 50, 200, 500, etc.

C onclusiones
Al e n se ñ a r  re c u rs ió n  co n  base  en  la  c o n s tru c c ió n  de 
con ocim ien tos nuevos sobre con ocim ien tos previos es 
muy co n v en ien te  exh ib ir y dejar que los e s tu d ian tes  re 
suelvan  problem as que req u ie ren  recu rsión  en  áreas con 
las que e s tán  fam iliarizados. U na de d ichas áreas es la de 
las op erac ion es a ritm é ticas  que se en señ an  en  la escu e 
la  p r im a r ia . En e s t e  a r t íc u lo  se to m ó  el p ro c e so  de 
d iv isión , el cual se puede ver com o la c u e n ta  de restas 
rep e tid as , que se ap lica  recu rsiv am en te  al resto  después 
de cada vu elta . En algunos casos, el a lgoritm o ob ten ido  
es in e f ic ie n te  y se in ic ia  la  b ú sq u e d a  de un  a lg o ritm o  
más e fic ien te . E ncon tram os que es más efic ien te  el a lgo
ritm o  asociado al m étodo  in verso  del C am pesino Ruso, 
que se basa en la re p re se n ta c ió n  b in a ria  del coc ien te  de 
la m u ltip licac ió n . Este m étodo  se generaliza a o tras b a 
ses y c u a n d o  se u sa  la  b ase  d e c im a l, e l a lg o r itm o  
co inc ide  con  el m étodo  e s tá n d a r  de d iv isión  que se e n 
seña en  la prim aria .

El proceso de d iv isión  se ilu s tra  m ejor construyendo  
el c o c ie n te  e se n c ia lm e n te  co n  c u a lq u ie r  c o n ju n to  de 
m u lt ip l ic a d o re s  qu e  c o n te n g a n  la u n id a d . E ste es el 
m om en to  ad ec u ad o  p a ra  d ec ir  algo sobre tru co s  e sp e 
c ia les para  m u ltip lic a c ió n  por a lgunos nú m ero s e sp e 
ciales. Por ejem plo, para m u ltip licar un núm ero por 97 se
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m ultip lica  el núm ero  por 100 agregándole dos ceros a la 
derecha y luego se le resta el triple del núm ero. Para m ulti
plicar por 35 se puede m u ltip licar por 50 añad iendo  dos 
ceros y sacando  m itad  y luego se le re s ta  al re su ltad o  el 
núm ero original con un cero añadido, finalm ente se resta 
la m itad del anterior. (35 =  50 -1 0  - 5 ) .
El método ordinario de división decimal tam bién se puede 
enfocar recursivam ente como los otros casos. El viaje com 
pleto, por hacerse sobre terreno en el que antes se ha pisado, 
ilumina tanto la aritm ética como la recursión, proporcionan
do una rica experiencia de aprendizaje. La com putadora se 
utiliza para m aterializar los conceptos y poner a prueba las 
ideas. Logo es un medio ideal para lo anterior. El hecho de 
que la división, que es la más difícil de las cuatro operaciones 
aritm éticas elem entales, se pueda hacer en forma sencilla 
sim plem ente sabiendo duplicar núm eros (lo cual se puede 
hacer sumando), comparar, sumar y restar siguiendo reglas 
sencillas, generalmente intriga a los estudiantes, ya que pen
saban que el proceso era más com plejo. A los alum nos les 
interesa saber por qué funcionan los esquemas, y si siempre 
resultan. Si se presenta en clase una situación novedosa los 
estudiantes le exigen al maestro la demostración m atemática 
de que el método funciona siempre. Normalmente, los estu
diantes quedan satisfechos con aprender reglas sin saber por 
qué funcionan. Pero ante la aparente novedad se les despier
ta la curiosidad. Este enfoque consiste en regresar a algo que 
los estudiantes ya conocen y m ostrar una diferente m anera 
dehacerlo, posiblemente más sencilla y menos laboriosa, ello 
proporciona una bienvenida motivación que completa el am
b ien te  prop icio  para  que los e s tu d ian te s  ap rov echen  
experiencias ricas en aprendizaje, las cuales necesitan imple- 
mentarse a las clases de matemáticas de cualquier nivel.
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